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^ '. Introduction 

^ ! On se propose de generaliser au cas tordu les resultats d'Arthur contenus dans les 

^ I articles [Al] et [A7]. Soient F un corps local, G un groupe reductif connexe defini sur F 
et G un espace tordu sur G, au sens de Labesse (cf. 2.1). Nous imposons une condition 
O ■ a G (2.1(2)) qui revient a dire qu'il existe un groupe algebrique non connexe G~^ defini 
sur F, de composante neutre G, tel que G soit une composante connexe de G~^. Mais la 
structure de groupe sur ne joue aucun role, seules importent les actions a droite et a 
gauche de G sur G. Notons Zq le centre de G et Zq{F')^ le sous-groupe des z e Zg{F) tels 
^ I ■ que Z'j = 'jz pour tout 7 G G. On fixe un caractere unitaire u de G{F) dont la restriction 
|Vj ■ a Zg{FY est triviale. On s'interesse aux "distributions" w-equivariantes sur G{F). Ce 
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sont des formes lineaires / : C^{G{F)) — )• C telles que, pour tout / G C^{G{F)) et tout 

g G G{F), on ait I'egalite /(^/) = uj{g)-H{f), ou est la fonction 3/(7) = f{g'^-fg). 

11 y a deux types basiques de telles distributions. D'abord les integrales orbitales. On 

fixe 7 G G{F), disons fortement regulier. On note Zd'y) son commutant dans G et on 

munit le quotient Zci'y, F)\G{F) d'une mesure invariante a droite. Pour / G C^{G{F)), 

> . I'integrale orbitale de / au point 7 est 
O 
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J^(7, u, f) = D^i^y/' / u{x)f{x''^x) dx. 

J Za{-y,F)\G{F) 
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La fonction -D (7) est la variante tordue de la fonction habituelle. 11 y a aussi les ca- 
racteres de representations. Soit tt une representation admissible et irreductible de G{F). 
Pour 7 G G{F), notons ad^ I'automorphisme de G tel que 7(7 = ad.y{g)'y pour tout g E G. 
La classe d'equivalence de la representation n o ad^ ne depend pas de 7. Supposons que 



. vr o ad^ soit isomorphe a w (g) vr. On pent alors prolonger vr en une "cu- representation" vf 

de G{F), c'est-a-dire une application yf de G{F) dans le groupe des automorphismes de 
I'espace de tt qui verifie la condition n^g'jg') = TT{g)n{'y)TT{g')u{g') pour tons 7 G G(F) 
et G G{F). Pour / G G{F), on definit I'operateur 7r(/) = Jq^^p-^ f{l)T^{l) d-^ (une 

mesure de Haar etant fixee sur G(F) et transportee a G(F)), puis le caractere 

^d^J) = trace{7T{f)). 

La formule des traces locale tordue etablit une egalite entre deux expressions, I'une 
contenant des integrales orbitales, I'autre des caracteres de ^-representations temperees. 
Precisons un tout petit pen. Soient /i, /2 G C^{G{F)). On definit une expression 

MG-P(Mo) 



1 



L'ensemble V{Mq) est celui des "ensembles de Levi" M de G contenant un ensemble de 
Levi minimal fixe Mq- Si M = (7, J^g^^^i^: fi: /2) est une certaine integrale d'expressions 

en des points 7 G G{F) qui sont fortcmcnt rcgulicrs ct cUiptiqucs. Si M ^ G, I'cxpression 
est plus compliquee : elle fait intervenir des integrales orbitales pondcrees, qui generalisent 
les integrales orbitales definies ci-dessus, mais ne sont plus cu-equivariantes. On definit 
aussi une expression 

4eMflj2)= E l^''ll^''l"'4,.pe>'/l'/2)- 

Dans le cas on M = G et oil Zq{FY est compact, le terme {y^ijiij-i) est une 

somme de produits 

^G(^:/l)^G(7r,/2), 

oil TT decrit un certain ensemble de cj-represcntations de G{F). Meme dans ce cas simple, 
la definition de ces caracteres doit etre un pen generalisee, car les representations sous- 
jacentes aux tt ne sont pas irreductibles mais seulement de longueur finie. Dans le cas 011 
ZoiFy n'est plus compact, il faut intcgrer les produits ci-dessus selon des parametres 
reminisccnts dc I'cxistcncc dc cc centre. Dans le cas ou M ^ G. I'cxpression fait intervenir 
des generalisations des caracteres, a savoir les caracteres ponderes qui, eux non plus, ne 
sont pas w-equi variants. 

La formule des traces locale tordue (theoreme 5.1) affirme I'egalite 

La premiere consequence en est le "theoreme 0" de Kazhdan : pour / G G^{G{F)), si 
/ verifie Iq^ti, /) = pour toute ^-representation temperee tt de G{F), alors laij, cu, /) = 
pour tout 7 fortement regulier (theoreme 5.5). 

Pour aller plus loin, on doit transformer la formule precedente en une formule inva- 
riante, comme dans [A7]. Pour cela, on doit utiliser le theoreme de Paley- Wiener tordu. 
Celui-ci a ete demontre par Rogawski ([R]) dans le cas oii F est non-archimcdien et 
cu = 1. II est demontre toujours dans le cas non-archimedien, mais pour tout u, dans 
le travail en cours de Henniart et Lemaire ([HL]). Dans le cas oil F est archimedien, 
il est demontre par Delorme et Mezo pour cu — 1 ([DM]). Nous montrons en 6.3 que 
leur resultat s'etend aisement au cas ou quelconque. A partir de ce point, les fonctions 
/i et /2 sont supposces /C-finies quand F est archimedien. En utilisant le theoreme de 
Paley- Wiener tordu, on transforme la formule en I'egalite suivante (theoreme 6.6) : 

Le terme de gauche est de la forme 

II ne contient que des distributions cu-equivariantes (integrales orbitales ponderees inva- 
riantes). Mais le terme principal est le meme que precedemment : 

, (uj,fi,f2) = . (u;,/i,/2). 
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Du cote spectral, on a simplement 

II ne contient que d'honnetes caracteres de ^-representations temperees. 

Supposons pour simplifier que ZdFy soit compact. L'ensemble des cj-representations 
qui interviennent ici contient le sous-ensemble des representations elliptiques au sens 
d'Arthur. Notons-le ici Egii{G,uj) (cette notation changera de sens dans le corps de I'ar- 
ticle). On salt que le caractere d'une a;-representation tt de longueur finie est localement 
integrable, done donne par une fonction 7 i-> ©(7f,7). D'apres le theoreme de Paley- 
Wiener, on pent associer a tout element n G Eeii{G,oj) un "pseudo-coefficient" La 
formule ci-dessus permet d'exprimer 0(7r,7) au moyen des integrales orbitales ponderees 
invariantes de (theoreme 7.2). Notons G{F)eii l'ensemble des elements fortement 
reguliers et elliptiques de G{F). On peut munir I'espace des fonctions w-equivariantes sur 
G{F)eii d'un produit hermitien raisonnable. Notons Icusp{G{F),ijj) I'espace des fonctions 
sur G{F)eii de la forme 7 i-)- IqI'JjUJ, /), oia / est une fonction cuspidale sur G{F) (c'est- 
a-dire que lQ{'-f,u, /) = si 7 est fortement regulier et non elliptique). On montre que 
la famille des restrictions a G{F)eii des caracteres 0(7f, 7) forme une base orthonormale 
de Icusp{G{F),uj) et on calcule la norme de chaque element de base (theoreme 7.3). 

Une bonne partie de Particle n'est qu'un decalque des travaux d'Arthur. On s'est 
autorise a passer rapidement sur les points dont les demonstrations sont similaires a celles 
du cas non tordu. Le point qui merite attention est I'etablissement de la partie spectrale 
de version non invariante de la formule des traces locale tordue (paragraphe 3). Comme 
dans le cas de la formule des traces d'Arthur-Selberg, I'utilisation dans le cas tordu de 
la combinatoire du cas non tordu ne conduit a rien de fructueux. On doit profondement 
modifier cette combinatoire. Heureusement pour nous, la bonne combinatoire a etc mise 
au point par les redacteurs du Morning Seminar, principalement dans la lecture 15 de 
Langlands. Ces notes ont ete redigees recemment (cf. [LW]). On utilise ici exactement la 
meme methode, dont la mise en oeuvre est evidemment beaucoup plus simple que dans 
le cas global. 

1 Generalites 
1.1 Notations 

Soit F un corps local de caracteristique nulle. On note \.\f sa valeur absolue usuelle. 
Soit G un groupe reductif connexe defini sur F . On note Zq le centre de G et Aq le 
plus grand tore contenu dans Zq et deploye sur F. On pose Ac = ^*(^g) ®z 011 
X^,{Aa) designe selon I'usage le groupe des sous-groupes a un parametre de Aq- On note 
aa la dimension de Aa- Notons Xp{G) le groupe des caracteres algebriques definis sur 
F de G. Par restriction a Ac, il s'envoie dans le groupe X*{Ac) des caracteres de Aq, 
done dans le dual Aq de Ac- De facon generale, on note < ., . > I'accouplement naturel 
entre un espace vectoriel et son dual. On definit I'homomorphisme Hq '■ G{F) Ac 
par la condition : e<^'"'='^'^^> = \x{g)\F pour tout g G G{F) et tout x ^ Xp{G). On note 
Ag^f I'image de G{F) par cet homomorphisme et Aag,f I'image de Ag{F). Si F est 
archimedien, Ag,f = -^a^f — Ac- Si F est non archimedien, Ag^f ct AAa,F sont des 
reseaux dans Ag- Plus precisement, ce sont des reseaux dans log{q)X^{AG) 0z Q, ou q 
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est le nombre d'elements du corps residuel de F. Pour tout sous-groupe ferme £, dans 

Ag, on note £^ le groupe des A G Aq tels que < \,H >G 27rZ pour tout H E C Ainsi, 
via I'exponentielle, iA*Q/iC^ s'identifie au groupe dual de C. On pose A*q p = Aq/Aq p. 

Sauf mention expresse du contraire, tons les sous-groupes algebriques de G que Ton 
considerera seront supposes definis sur F. Un Levi de G est une composante de Levi 
d'un sous-groupe parabolique de G. Une paire parabolique est un couple (P, M) ou P 
est un sous-groupe parabolique et M est une composante de Levi de P. L'expression 
"soit P = MUp un sous-groupe parabolique" signifie que M est une composante de Levi 
de P et que Up est le radical unipotent de P. Plus precisement, si une paire parabolique 
minimale {Pq^Mq) est fixee, l'expression "soit P — MUp un sous-groupe parabolique 
semi-standard (ou standard)" signifie que P contient Mq (ou Pq), que M est la compo- 
sante de Levi de P qui contient Mq et que Up est le radical unipotent de P. On utilise 
les notations habituelles d'Arthur. Par exemple, pour un Levi M, on note V{M), resp. 
J-'(M), I'ensemble des sous-groupes paraboliques P dont M est une composante de Levi, 
resp. qui contiennent M. Pour un sous-groupe parabolique P — MUp, on note 5p le 
module usuel, qui est une fonction sur P{F). 

Fixons une paire parabolique minimale {Pq, Mq) et un sous-groupe compact maximal 
K de G{F). On suppose : 

- si F est non-archimedien, K est le fixateur d'un point special dans I'appartement 
attache a Amq de I'immeuble de G ; 

- si F est archimedien, les algebres de Lie de K et de Amo sont orthogonales pour la 
forme de Killing. 

On simplifie les notations en notant par un simple indice les objets relatifs a Mq 
ou Pq. Par exemple Aq = Amq, Aq = Amq, Hq = Hmq, = ^Pq- On note Aq I'ensemble 
des racines simples de Aq associe a Pq- On note A^ I'ensemble des H e Aq tels que 
< a,H >> pour tout a e Aq. On note Mo{F)- I'ensemble des m e Mq{F) tels que 
Ho{m) e a}. On a I'egalite G{F) = KMq{F)-K. Plus precisement, pour g e G{F), si 
I'on ecrit g = kmk', avec k,k' E K et m E Mo{F)-, I'element Ho{m) est uniquement 
determine par g, on le note ho{g). On note W'-^ le groupe de Weyl de G relatif au tore 
Aq, c'est-a-dire — NormG{F){AQ) /Mq{F) (de fagon generale, si un groupe H opere 
sur un ensemble XetsiYcX, on note NormniY) le sous-groupe des h e H tels que 
h{Y) = Y). On fixe une forme quadratique (., .) STir Aq definie positive et invariante par 
W^. On definit la norme \H\ — {H^Hy^"^ pour tout H e ^o- Par dualite, est aussi 
muni d'une norme. 

Quand on remplace le groupe G par un autre groupe reductif, par exemple un Levi 
M, on ajoute des exposants M dans les notations. Toutefois, si on remplace G par une 
composante de Levi M d'un sous-groupe parabolique P fixe, il est parfois plus commode 
d'ajouter un exposant P au lieu de M, ou de rcmplaccr un indice M par P. Par exemple, 
on pourra noter Ap au lieu de Am- Ou encore, si P est standard, on notera A^ ou A^ 
I'ensemble des racines simples de Aq dans M associe au parabolique minimal PoOM. Soit 
M un Levi de G. Choissons un element x e G{F) tel que M' — x~^Mx contienne Mq. 
On munit le sous-espace Am' de Ao de la restriction de la forme quadratique fixee plus 
haut. De la conjugaison adx se deduit fonctoriellement un isomorphisme note simplement 
H H-)- xH de Am' sur Am, grace auquel on transporte a Am la forme quadratique sur 
Am'- La forme obtenue ne depend pas du choix de x. 

Si M' C M sont deux Levi, I'espace Am est un sous-espace de Am' dont on note 
A^, I'orthogonal. Pour H e Am', on note Hm et ses projections sur chacun de ces 
sous-espaces. Remarquons que 
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(1) I'application H i-)- Hm envoie surjectivement Am',f sur Am,f- 

Preuve. En conjuguant M', on pent supposer Mq C M'. Si H = Hm'{x), pour 
X G M'{F), on a Hm = Hm{x). Invcrsement, si H = HM{y), pour y G M{F), on fixe 
P' G P^{M') et on ecrit |/ = xmA;, avec x G M'(F), m G Up^{F) et k e K f] M{F). Mors 
^^m(|/) = Hm{x) et //m = {HM'ix))M. D'ou (1). □ 

Dualement a (1), on a 

(2) I'injection A*m A\jf se quotiente en une injection A*M p — )■ A\ji^p. 

Soit P = MUp est un sous-groupe parabolique semi- standard. En utilisant I'egalite 
G{F) = P{F)K, on prolonge la fonction Hm en une fonction Hp : G{F) Am par 
Hp{muk) — HM{m) pour tous m G M{F), u G Up{F), /c G Si de plus P est standard, 
on note Mo(F)^'^ ou Mo(F)^'^ I'ensemble des m G Mo(F) tels que < a,Ho(m) >> 
pour tout a G A^. 

Si X(a;i, a;2, ...) et y(a;i, X2, ...) sont deux expressions reelles positives ou nulles dependant 
de variables Xi, X2,..., on dit que X{xi,X2, ...) est essentiellement majoree par Y{xi,X2, ■■■) 
et on ecrit X{xi,X2, ■■■) « Y{xi,X2, ...) s'il existe c > tel que, pour tous Xi,X2, on 
ait I'inegalite X{xi,X2, ■■■) < cY{xi, X2, ■■■)■ Cette terminologie est quelque peu imprecise 
(la question ctant cn pratique de savoir quelles donnees sont "variables") mais evite 
d'introduire dcs kyrielles de constantes c superflues. 

On note C^{G{F)) I'espace des fonctions / : G{F) C qui sont lisses et a support 
compact. Lisse signifie localement constante si F est non-archimedien, C°° si F est 
archimedien. 



1.2 Mesures 

On munit G{F) d'une mesure de Haar. Pour tout Levi M, on munit I'espace Am 
d'unc mesure dc Haar. On suppose que, si a; G G{F), I'isomorphisme H i— )■ xH dc Am sur 
A xMx-^ identifie les mesures sur ces espaces. L'espace iA*M s'identifie via I'exponentielle 
au groupe dual de Am et on le munit de la mesure duale. Cela entraine que, si C est un 
reseau de Am, on a I'egalite 

■mes{AM / ^)mes{iA*M /iC"^ ) = 1, 

les mesures etant les quotients des mesures que Ton vient de fixer par les mesures de 

comptage sur les reseaux. On pose Am{F)c = Ker{HM) H Am{F). Dans le cas oil F est 
non-archimedien, on note mes{iA*M p) la masse totale de iA*M p. Le groupe Am{F)c est 
un sous-groupe ouvert compact de Am{F). On munit Am{F) de la mesure de Haar pour 
laquelle 

mes{AM{F)c) ^ mes{AM/AAM,F)■ 
Si F est archimedien, on pose 'mes{iA*M p) — 1- On a la suite exacte 

1 ^ Am{F)c ^ Am{F) ^Am^O. 

On munit le groupe compact Am{F)c de la mesure de Haar de masse totale 1 et le groupe 
Am{F) de la mesure de Haar compatible avec la suite ci-dcssus. En tout cas, soit / une 
fonction de Schwartz sur iA*M^p, definissons une fonction / sur Am,f par 

f{H) = mes{tA*M^pr' [ /(A)e-<^'^> c^A. 
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On a la formule d' inversion 



/(A) = [ /(i/)e<^'^> dH. 

Remarquons qu'une integrale sur Am,f est en fait une serie si F est non-archimedien. 

Pour deux Levi M' C M, on munit A^i de la mesure compatible aux mesures sur Am 
et Am' et a Tisomorphisme Am' — Am®A^,. On munit iA^'* de la mesure duale comme 

ci-dessus. Dans le cas non archimedien, la masse totale de iA^'* / {{}A^m',f + ^^m) ^ ^^^m'*) 

est mes{iA\ji p)mes{iA*j^ p)~^ . 

Soit a une racine reduite de Aq dans G. Commc on Ic sait, il est attache a a un Levi 
Ma qui est minimal parmi les elements de £(Mo) — {Mq} et un sous-groupe parabolique 
Pa = MoUa de Ma- On munit Ua{F) d'une mesure de Haar. On suppose que si a ct /3 
sont deux telles racines reduites et si /c G -ftT verifie kMok^^ = Mq, kPak^^ = Pp, alors la 
conjugaison par k identifie les mesures sur Ua{F) et Up{F). Considerons un sous-groupe 
unipotent C/ de G qui est produit de tels groupes C/q,., pour i — 1, On munit U{F) 
de la mesure pour laquelle le produit 

n UaAF)^U{F) 

i=l,...,n 

preserve les mesures. Cela ne depend pas de I'ordre du produit. L'hypothese sur U est 
verifiee si U est le radical unipotent d'un sous-groupe parabolique semi-standard de G, 
ou si U est le radical unipotent d'un sous-groupe parabolique semi-standard d'un Levi 
semi-standard de G, ou si U est une intersection de tels groupes. 

Pour tout Levi M G £(Mo), on munit M{F) d'une mesure. On impose les conditions 
suivantes, dont on verifie aisement qu'elles sont loisibles. D'abord, si M et M' sont deux 
elements de C{Mq) et si x G G{F) verifie xMx~^ — M' , on suppose que la conjugaison 
par X identifie les mesures sur M{F) et M'[F). Ensuite, si M C L sont deux elements 
de C{Mq) et si P = MUp G V^{M), on impose que Ton ait I'egalite 

/ f{l)dl = / / f{umu)Sp{m)dudmdu 

Jl(F) JUp{F) JM{F) JUp{F) 

pour toute / G C^i^L^F)), oil P = MUp est le parabolique oppose a P. 

On munit le groupe K de la mesure de Haar de masse totale 1. Remarquons que, dans 
le cas oil F est non-archimedien, on n'impose pas que la mesure sur G{F) se restreigne 
en cette mesure sur K. Plus generalement, pour tout Levi semi-standard Af dc G, on 
pose = K r\ M{F) et on munit ce groupe de la mesure de Haar de masse totale 1. 
On verifie que, pour deux Levi semi-standard M C L, il existe un reel 7(L|M) > tel 
que, pour tout P = MUp G V^{M), on ait I'egalite 

[ f{l)dl ^-f{L\M) [ [ [ f{muk)dkdudm 

pour toute / G G~(L(P)). On a I'egalite 7(G|M) = -i{G\L)^{L\M). 

On introduit la fonction Dq sur Mq[F)-, a valeurs reelles positives, telle que Ton ait 
I'egalite 

f{g)dg^ [ [ Do{m)f{kmk')dmdkdk' 

G{F) JrxR Jmo{F)> 
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pour toute / G C^{G{F)). EUe verifie la majoration 
(1) Do{m) « 6o{my/^ pour tout m e Mo(F)^. 
Cf. [Al] corollairc 1.2. 

Remarque. Nos mesures ne sont pas normalisees comme en [Al] : pour M G C{Mq), 
Arthur prend pour mesure sur M{F) celle que Ton a definie multipliee par 7(G|M)^. 
Cela entraine que notre fonction Dq est egale a celle d' Arthur multipliee par 7(G|Mo)^. 

1.3 Definitions combinatoires 

Les proprietes enoncees dans ce paragraphe sont aujourd'hui bien connues. La plupart 
sont dues a Arthur, Langlands et Labesse. On donne pour reference I'article recent [LW] 
qui les a rassemblees. 

Soit P — MUp un sous-groupe parabohque semi-standard de G. On note Ap Ten- 
semble des racincs simples dc Am associe a P. II s'agit d'une base de Aj^^ . On note 
{?x7q,; a G Ap} sa base duale. A toute racine a G Ap, on pent associer une coracine 
a G Am- Dans le cas ou P = Pq et M = Mq, I'ensemble des racines de Aq est un vrai 
systeme de racines et on definit les coracines selon I'usage. Dans le cas general, quitte a 
conjuguer P, on peut supposer P standard. Alors Ap est I'ensemble des projections non 
nuUes sur Am d'elements de Aq et on definit les coracines commc les projections non 
nulles des coracines associees aux elements de Aq. Cela ne depend pas de la conjugaison. 
On introduit la base {wa, a G Ap} de A^* duale de celle des coracines. Une propriete 
essentielle est que {a, /3) < et {zua, 'UJp) > pour tous a ^ p & Ap. 

Soient P — MUp C Q — LUq deux sous-groupes parabohques semi-standard. On 
note Ap C Ap I'ensemble des racines simples de dans I'algebre de Lie de L nUp. 
On definit les fonctions suivantes sur Am '■ 

Tp fonction caracteristique de I'ensemble des H G Am tels que < a,H >> pour 
tout a G Ap ; 

Tp fonction caracteristique de I'ensemble des H G Am tels que < zu^, H » pour 
tout a G A?; 

0p fonction caracteristique de I'ensemble des H G Am tels que < w^, H >< pour 
tout a G A^ ; 

6% fonction caracteristique du sous-ensemble Al de Am- 

Si P' — M'Upi est un sous-groupe parabolique semi-standard contenu dans P, ces 
fonctions peuvent etre considerees comme des fonctions sur Am', en les identifiant avec 
leurs composees avec la projection orthogonale de Am' sur Am- On supprimera souvent 
les indices P quand P = Pq. 

(1) E S^iH)TS{H)^l. 

R;MCRCQ 

Cela traduit la decomposition de Am en chambres positives relatives aux parabohques 
R indiques. On a I'egalite (qui est un lemme de Langlands) : 

(2) E <PpiH)rS{H)^l. 

R;PCRCQ 

On definit la fonction Fp sur Am X Am par 

R;PCRCQ 
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On rappelle que qr, resp. oq, est la dimension de Ar, resp. Aq. Sur le support de cette 
fonction, on a une majoration \H^\ « \X^\. On a 

(3) ri{H,X)<pUH) = <p^^{H-X). 

R;PCRCQ 

Preuve. II resulte de la formule du binome que la definition de (ppiH) pent s'ecrire 
(4) Yl {-ir-'"'r§{H). 

S;PCSCQ 

On applique cette definition en remplagant Q par R ainsi que la definition de r^(if, X). 
Le membre de gauche de (3) devient 

J2 (-l)«s-"«+"^'-'^«f|^(i/)T|'(i/)fg(i/ - X). 

S,R,S';PcScRcS'cQ 

Pour S, S' fixes, la somme 

J2 (-l)"^-"^r|(i/)r|'(//) 

R;SCRCS' 

vaut 1 si yS" = 5" et sinon (cf. [LW] proposition 1.7.2). L'expression precedente se 
simplifie en 

Y {-ir-'-^f'^iH-x). 

S;PCSCQ 

En appli quant de nouveau (4), c'est 4>p{H — X). Cela prouve (3). □ 
(5) Y rUH,X)T^{H-X) = T?{H). 

R;PCRCQ 

La preuve est similaire a celle de (3). 

Soit M un Levi semi-standard. Considerons une famille y = (F [P])pg-p(M) oil, pour 
tout P, Y[P] est un element de Am- On dit qu'elle est (G, M)-orthogonale si elle verifie 
les conditions suivantes. Soient P, P' G V{M) deux elements adjacents. Soit a I'unique 
racine reduite de Am qui est positive pour P et negative pour P' . Alors Y[P\ — Y[P'] 
appartient a la droite portee par a. On dit que y est positive si Y[P\ — Y[P'\ appartient 
a la demi-droite portee par a. Si F est non-archimedien, on dit que y est p-adique 
si Y[P] e Am,f ®z Q pour tout P e V{M). Pour une famille (G, M)-orthogonale y 
et pour Q = LUq G J^(M), on pose Y[Q] = F[P]l, ou P est un element de V{M) 
tel que P C Q. Cela ne depend pas du choix de P. Si on fixe L e >C(M), la famille 
(y[(5])Qg-p(L) est encore (G, L)-orthogonale et est positive si la famille de depart Test. 
Dans le cas particulier oii M = Mq, on associe a tout element T E Aq une famille (G, Mq)- 
orthogonale T = {T[P])p^-p(^Mo) de la fagon suivante. Pour P G V{Mq), soit w G 
tel que w{Pq) = P. On pose T[P] = wT. Cette famille est positive si et seulement si 
T G Al 

Pour une famille (G, M)-orthogonale y = (y[P])pgp(M) et pour Q = LUq G T{M), 
on definit une fonction r^(.,3^) sur Am par 

r2r(^,3^)= E S^{H)r%{H,Y[R]). 

ReT{M);RcQ 
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Sur le support de cette fonction, on a une majoration \H^\ « supp^-p(^m);Pcq\^ {P)^\- 
Dans le cas on la famille est positive, c'est la fonction caracteristique de I'ensemble des 
H G Am tels que appartient a I'enveloppe convexe de la famille des points F[P]^ 
pour P e P(M), P C Q. On a I'egalitc 

(6) E ^l{H,y)T^{H-Y[Q])^l. 

QeT{M) 

Cf. [LW] lemme 1.8.4(3). 

Fixons Pi G V{M), ce qui definit un ordre sur I'ensemble des racines de Am, note 
q; >P^ 0. Pour P G V{M), notons (p$p^ la fonction caracteristique de I'ensemble des 
H G Am tels que 

- pour a G Ap tel que a >p^ 0, < zua, H >< ; 

- pour a G Ap tel que a <p^ 0, < zUa, H » 0. 

Notons s(P, Pi) le nombre de a G Ap tel que o; <p^ 0. On a I'egalite 

(7) viiH^y)^ i-^y^''^'''^^fAH-y[p\)- 

Per{M) 

Cf. [LW] proposition 1.8.7(2). 

Pour H G on note C^{H) I'enveloppe convexe des wH pour w G . Supposons 
H e A^. Mors, pour tout H' G H' appartient a C^{H) si ct sculement si on a 

^w(Po)i^' ~ ^-^) = ^ P^"^^ ^ ^ ^^^^ ^' ^ ^0 > appartient a C^{H) si et 
seulement si 4>pg{H' — H) = 1. 

Lemme. Pour tout m G Mq{F), tout k & K et tout P G V{Mq), Hp{km) appartient a 
C«(iJo(m)). 

Prcuve. On utilise les deux ingredients suivants. 

(8) Pour tous g G G{F) et tous P, P' G P(A/o), on a (j)${Hp{g) - Hp,{g)) = 1. 
Autrement dit, la famille {—Hp(g))p^-p(^Mo) est (G, Mo)-ortliogonale et positive, cf. 

[A2] p. 40. 

(9) Supposons m G Mq{F)- ; alors, pour tout k E K, (f)p^^{Hpg{km) — HQ^m)) = 1. 
Ceci est un ingredient de la theorie de la transformee de Satake, cf. [HC] lemme 35 

et [BT] coroUaire 4.3.17. 

Venons-en a la preuve du lemme. Conjuguer m par un element de NorrriKiMo) 
ne change pas le probleme. On pent done supposcr m G Mq{F)-. Soit w G W"^ . On 
doit prouver que (p^f^p^^^^H p{km) — wHo^rn)) = 1. Ou encore que (f)p^{w~^Hp{km) — 
Hoim)) = 1. Or w~^Hp{km) = i7^-i(p)(w~^A;m), oil w est un representant de w dans 
K. Quitte a remplacer k par wk et P par w{P), on est ramene a prouver (pp^i^Hplkm) — 
Ho{iTi)) — 1 pour tous k, P. D'apres (8), on a (l)p^{Hp^{km) — Hp{km)) — 1. C'est 
equivalent a (j)p^{Hp(km) — Hp^{km)) — 1. En utilisant (9) et le fait que (f/f,^ est la 
fonction caracteristique d'un cone (qui est stable par addition), on en deduit la relation 
(j)'f,^[Hp{km) — HQ{m)) = 1 cherchee. □ 

1.4 (G, M)-familles 

Soit M un Levi de G. D'apres Arthur, une (G, M)-famille est une famille ((/^(A, P))p^v{m) 
verifiant les conditions suivantes : 
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- pour tout P, A I-)- 9? (A, P) est une fonction C°° sur iA*M 

- soient P, P' G V{M) deux paraboliques adjacents, soit l-i C le mur separant les 
chambres positives associees k P et P' ; alors Lp{A,P) = Lp{A,P') pour A G iH. 

Pour P G V{M), le reseau engendre par les coracines associees aux elements de Ap 
ne depend pas de P. On le note Z{Am)- On definit la fonction meromorphe Cp sur 
^M,c = ®K C par 

e^(A) = mes(^^/Z[AM]) H < ■ 

aGAp 

Remarque. Arthur note cette fonction 9p{A)~^. On reserve la lettre 9 pour un autre 
usage. 

Pour une {G, M)-famille comme ci-dessus, on definit la fonction (p'^ sur iA*^ par 

Le point essentiel est qu'il s'agit d'une fonction C°° (les singularites des fonctions ep 
disparaissent). Dans le cas oii F est archimedien, on a aussi : 

Lemme. Supposons F archimedien. Si les fonctions V'(A, P) sont de Schwartz, ip'^ Vest 
aussi. Si les fonctions v^(A, P) ainsi que leurs derivees sont a croissance moderee, ip'^ et 
ses derivees le sont aussi. 

Cela resulte par exemple du lemme 13.2.2 de [LW]. 

1.5 Variantes des fonctions Cp 

Soient M un Levi semi-standard et y G Am- Si F est non-archimedien, on suppose 
plus precisement que Y G Am,f ®z Q- Soit X G Ag,f- On pose 

^m,f{^) = {H G Am,f] He = X}. 

Si F est non-archimedien, on munit cet ensemble de la mesure de comptage. Si F est 
archimedien, cet ensemble est egal k X + A^ et on le munit de la mesure deduite de 
celle sur Am- 

Pour P G V{M) et A G A*^^, considerons I'integrale 

e?'^(X; A) = / cfp{H - y)e<^'^> dH. 

Elle est absolument convergente si < A, d >> pour tout a G Ap. Dans ce domaine, 
elle ne depend que de la projection de A dans ^mc/^>^mf- ^i F est archimedien, on 
calcule 

e?'^(X;A)=e<^'^+^°>e?(A). 

Supposons F non archimedien. On pent fixer X' G Am,f tel que Xq — X (cf. 1.1(1)). 
Notons A^^F = ^m,f(0) = '^m,f(^Am- Alors A%^p{X) = X' + Am,f- changement 
de variables H H + X', 

e?'^(X;A)=e<^'^'>e?'^-^'(0;A). 
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Fixons un entier A; > 1, posons — \log{(i)'l\h.M\ ou q est le nombre d'elements du 
corps residue! de F . Si k est assez grand, ce reseau contient A%ip et Y*^ - {X')° . On 
fixe k de sorte qu'il en soit ainsi. Par inversion de Fourier, on a 

e%^{X- A) = [A : <^]-^e<^'^'> ^ ^ <^%{E + X' - y)e<^+'^'^> 

Les ensembles et £^ sont des reseaux dans .A^*. L'ensemble des H E Ck tels que 

4>p{H) = 1 est celui des ^^.g^^ Kn^a pour des entiers Ua < 0, ou k = ^log{q). La serie 

se calcule. EUe vaut e^f^{K), oii 



On obtient 



(1) er{X- A) = [£, : A^,^]-^e<^-^'> J] e<^^^^^''-^^'r>e%^,{K + 



Cette expression se prolonge meromorphiquement a tout A G -A^mc- 
Fixons Pi e V{M). Pour P e P(M) et A e Am^, posons 



(X;A)= / 4>%P,{H -Y)e<^'^> dH. 



Elle est absolument convergente si < A, d >> pour tout a G Ap^. Montrons que 

(2) cette fonction se prolonge meromorphiquement a tout A G .A^^; on a I'egalite 
e?^(^;A) = (-l)^(^'^;)6^'^(X;A). 

On traite le cas oij F est non-archimedien, le cas archimedien etant plus facile. 
Le meme calcul qui a conduit a I'egalite (1) conduit a une egalitc similaire exprimant 
epp^(X;A). La fonction ep^(A) y est remplacee par une fonction epp^j,(A). Supposons 
< A, a » pour tout a G Ap^. Alors cette fonction est definie par 



<A,H> 



HeCk 

L'ensemble des H E Ck tels que (p'p^pJ^H) — 1 est celui des X^aeAp I'^'iT^aO^, ou k est comme 
ci-dessus et les entiers verifient 

- Ha <0 si < A,a » ; 

- n^, > si < A, q; >< 0. 

Pour un reel i 7^ 0, on a les egalites elementaires 

En>oe"* = -(l-e-*)-\sit<0; 
E„<oe"* = (l-e-*)-\sit>0. 

On calcule alors ep^Pj^fe(A) = {—iy^^'^^^€p^i^{A). Cette egalite se prolonge a tout A. 
Cela entraine (2). 
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1.6 Variantes des fonctions 

Soient M un Levi semi-standard, X e Ag,f-, y = (^[-P])peP(M) une famille (G, M)- 
orthogonale et (</?(A, P))pg-p(M) une (C, M)-famille. 

Supposons d'abord F archimedien. Definissons la fonction 

(1) 9:'S^(X;A)= J2 ^(A,P)e?'''t^l(^;A). 

Si Ton pose (p{y; A, P) = ^{A, P)e<^'^[-Pl''>, la famille {^{y-, A, P))per{M) est une (G, M)- 
famille et on a I'cgalitc A) = e<^^^>ip^{y; A). Cette fonction est done C°°. 

Supposons maintenant F non-archimedien. On suppose que la famille y est p-adique, 
of. 1.3. On suppose aussi que la famille {(f{A,P))p^-p(^M) est p-adique, notion que Ton 
definit de la fagon suivante : on suppose que 

- pour tout P, la fonction A i-^ f{A, P) est invariante par iA^M,F-i autrement dit se 
descend en une fonction sur iA\j p. 

On definit la fonction A) par I'egalite (1). 

Lemme. On suppose que F est non-archimedien, que y est une famille {G, M)-orthogonale 
p-adique et que ((^(A, P))pgp(M) est une {G , M) -famille p-adique. Alors la fonction 
[X] A) est C°° sur iA%f et invariante par iA)^ p. 



Prcuvc. L'invariancc est cvidcntc puisquc toutcs nos fonctions le sont. Rcprenons le 
reseau Ck de 1.5. On utilise le lemme 10.2 de [Al]. 11 affirme I'existence d'une {G,M)- 
famille {uk{A, P))p^'p(^M), oia A i->- Uk{A,P) appartient a {iA*M / iAq) , verifiant les 
proprietes suivantes : 

- pour tout P et tout A, ^^gj£v Uk{A + /i, P) = 1 ; 

- pour tout P, la fonction Vk{A, P) = ^^(A, P)ep;,(A)ep(A)"^ est lisse sur iA*M/iA*Q. 
On pent glisser la somme 

Mfe(A + i/ + //,P) 

dans la formule 1.5(1). En regroupant les deux sommes de la formule obtenue, on obtient 
enx, A) = [C, : ^^,p]-^e<^'^'> J] e<^+'^'^"-(^')">6^,,(A + v)u,{A + u, P) 

= [A : ^^,p]-^e<^'^'> Yl e<^^'^'^''-^^')'>v,{A + ^, P)6^(A + u). 

Notons que la somme est localement finie d'apres la compacite du support de Mfe(A, P). 
On en deduit 

(2) ^S^(X;A) = [A:^^,p]-e<^'^> '(^')°> 
Y ^(A, P)e<^+'^'^[^l''>^fe(A + V, P)e%{A + v). 

P£V{M) 
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Posons 

^{v, y- A, P) = (^(A - V, P)e<^'^[^l''>^;,(A, P). 

Montrons que 

(3) {(p{v,y]K,P))p(z'p{^M) est une (G, M)-famille. 

La famille (e"^^'^'^] ^)peV(M) est une (G, M)-famillle. La famille (vk(A, P))p^p(M) 
aussi : ccla resulte aisement du fait que {uk{A, P))p^-p(^M) en est une. II reste a montrer 
que ((^(A — i^, P))p<=v{M) en est une. Or iA'^^^p = («^m,f + ^^g) ^^m*- suffit de 
montrer que (</?(A — i/, P))p^-p(^M) est une (G, M)-famille pour u e ««4)(^^ + iA};. Par 
hypothese, nos fonctions sont invariantes par iA"^ p. On pent done se limiter a z/ G iA};. 
Mais il est clair que les conditions definissant une {G, M)-famille sont invariantes par 
translation par iAQ. D'oii (3). 

Alors (2) se recrit 

A) = [C, : <^]-^e<^'^> e-<'^'(^')">(^^(^, J^; A + ^) 

et ces fonctions sont C°° d'apres les proprietes des (G, M)-familles habituelles. □ 
Remcirque Pour Z e Aag,f, on a I'egalite 

(^S^(X + Z;A) = e<^'^>(^S''(^;A). 

En particulier, si Ton restreint la variable A a I'ensemble {iA^* + iA^^p) /iA^^p, la 
fonction X i->- {X; A), devient invariante par Aag,f- 



1.7 Developpement en fonction d'un parametre T 

Si F est arcliimedien, notons PolExp I'ensemble des fonctions / : Aq C pour 
lesquelles il existe une famille {pAjAeiA^ polynomes sur de sorte que 

- I'ensemble des A tels que Pa 7^ est fini ; 

- pour tout T, on a I'egalite 

f{T) = Yl ^^""'"^^p^in 

La famille {pA)AeiA^ est uniquement determinee. Plus precisement, la connaissance 
de / dans un ouvert non vide de ^0 suffit a determiner cette famille. En particulier, le 
polynome po est bien determine. On pose Co(/) = Po(0). 

Si S C iAl est un ensemble fini et N est un entier naturel, on note plus precisement 
PolExps,N I'ensemble des / e PolExp tels que, avec les notations ci-dessus, le degre des 
Pa soit inferieur ou egal a et pa so it nul si A ^ S. 

Si F est non-archimedien, notons PolExp I'ensemble des fonctions / : Amo,f^zQ. 
C qui verifient la condition suivante. Pour tout reseau TZ C Amo,f ®z Q, if existe une 
famille {pn,A)AeiA*o/in-^ telle que 

- I'ensemble des A tels que pti^a est fini ; 

- pour tout T e 7?., on a I'egalite 

/(T)= Yl ^"""-'^^p^Ain 

AeiAl/i-Ry 
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De nouveau, la famille {pn,h)K&A^/ivy est uniquement determinee. Plus precisement, 
la connaissance de / dans I'intersection de Am^.f ®z Q et d'un cone ouvert non vide de 
^0 suffit a determiner cette famille. On pose c-jifl^f) = pTifi{0). 

Soit H = (27^)7?. une famille indexee par les reseaux dans Amo,f ®z Q, 011 est 
un sous-ensemble fini de iAl/iTZ"^ . Soit N un entier naturel. On note plus precisement 
PolExps,N I'ensemble des / e PolExp tels que, avec les notations ci-dessus et pour tout 
TZ, le degre des pti^\ soit inferieur ou egal a et que Ton ait Ptz,a = si A ^ E-ji. 

Soient M un Levi semi-standard, y = (F [P])pgp(Af) une famille {G, M)-orthogonale, 
((/3(A, P))pg77(M) une (G, M)-famille, T e ^0 et X e Ag,f- Dans le cas 011 F est non- 
archimedien, on suppose que les deux families sont p-adiques et que T e Amo,f ®z Q- 
On deduit de T une famille (G, M)-ortliogonale (T'[P])pgp(M), cf. 1.3. On definit la fa- 
mille y{T) = {Y[P] + T[P])p6-p(M). EUe est encore (G, M)-ortliogonale, p-adique si F 
est non-archimedien. On a defini dans le paragraphe precedent un terme (X;A). 
D'autre part, pour P e V{M), posons ip{y;A,P) = i^{k, P)e<^'^^^^°> . La famille 
((^(3^; A, P))p£p(M) est une (G, M)-famille. On a defini en 1.4 la fonction <^^(3^;A). 

Remarque. On appliquera souvent ces constructions a la famille y nuUe, c'est-a- 
dire Y[P\ — pour tout P. Dans ce cas on a </7m(^; ^) — Vm{^) ^^^^ simplement 

^£-(X;A) = v.S^(-)(X;A).^ 

Supposons F non-archimedien. Fixons une base de I'espace des operateurs differentiels 
a coefficients constants sur iA^j, de degre borne par qm — clg- Appelons norme de la 
(G, M)-famille {ip{A, P))p^-p(^M) le sup des \Dip{A, P)\, quand A parcourt iA*f^ p, P par- 
court V{M) et D parcourt la base fixee. 

Lemme. (i) Supposons F archimedien. Pour tout Aq G iA*M, la fonction f : T 
(pj^ (X; Ao) appartient a PolExp. Plus precisement, il existe un entier N et un sous- 
ensemble fini S C iA^ ne dependant que de Aq tels que f e PolExps,N- On a 

3<^"'^>9'&(3^;Ao), siAoetAh, 

0, sinon. 



Coif) 



(a) Supposons F non-archimedien. Pour tout Aq G iA\j, la fonction f : T 
ip^^^\X]AQ) appartient a PolExp. Plus precisement, il existe un entier N et une 
famille d' ensembles finis H ne dependant que de Aq tels que f G PolExp'=,N- Soit 
IZ C Amo,f®zQ. un reseau. Si Aq ^ iA'lj p+zAq, il existe un entier ki ne dependant que de 
n tcl que ci-j^Q^f) — pour tout entier k > ki. Supposons maintenant Aq G Ai + p, 
ou Ai G lAh^ Alors, il existe un reel c > ne dependant que de TZ tel que, pour tout 
entier k > 1, on ait la majoration 

|ci7^,o(/) -^esMM,f)^es(z^^,p)-ie<^^'^>(^^(3^;Ai)| < cNk-\ 
ou N est la norme de la (G, M)-famille {ip{y; A, P))p^-p(^M)- 



Preuve. Rappclons comment on calcule un terme tel que </?^(Ao). Pour tout P G 
V{M), notons Ap(Ao) I'ensemble des a G Ap tels que < Ao,a >= 0. Notons np(Ao) le 
nombre d'clcments de cet ensemble. On fixe un element ^ G iA^* en position generale. 
Pour t G M, posons 

iPit,AQ,p)=^{AQ+t^,p)i n <Ao+te,«>-M I n <e,«>-M- 

\a€Ap-Ap(Ao) / \aeAp(Ao) / 
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Cette fonction est C°° en i = 0. Alors 

(1) (^^(Ao) = mes(^^/Z[AM]) V (np(Ao)!)-M 3-— r;.<^(i, Ao, P) 



Cela resulte simplement de I'egalite 

ipli ( Ao) = limt^o 95 ( Ao + , ^) 4 ( Ao + ^0 ■ 

Preuve de (i). On a dit en 1.6 que Ton avait I'egalite /(T) = e"^^'-^^ (p%[{y {T); Aq). La 
formule (1) montre que 93^(3^(T); Aq) est combinaison lineaire de termes DipiyiT)] Aq, P) 
ou P parcourt V{M) et parcourt les operateurs differentiels sur iA*M, a coefficients 
constants et de degre borne par qm — clg- Commc fonction de T, un tel terme est de la 
forme e<^'>'^^^^ >p{T), oil p est un polynome de degre inferieur ou egal a a^f — a^. Cette 
fonction appartient a PolExp, done / aussi. Plus prcciscmcnt, / G PolExp^^aM-aa 
S = {wAq] w G W'-'}. Le coefficient Co(/) ne voit que Ics tcrmcs dont la partie exponen- 
tielle est triviale. II n'y en a que si que si A^ = 0. Supposons cette condition verifiee. 
Alors toutes les exponentielles sont triviales et co(/) est simplement /(O). Mais on a 
/(0) = e<'^"'^>V9^(3^;Ao). D'ou(i). 

Prcuvc dc (ii). Soit TZ un rcscau dans Amo,f ®z Q- On a dcfini cn 1.5 des rescaux 
pour tout entier A; > 1. On pcut fixer ko de sorte que T[P]'-^ G Cko pour tout T eTZ. On 
a alors I'egalite 1.6(2) que Ton recrit 



OU, pour tout P G V{M), 

^{v,y{nK,P) = (^(A-i.,P)e<^'^[^l"+^[^l">^,„(A,P). 
La somme en v est finie. En appliquant (1), on obtient 



(2) /(r) = mes(^^/Z[AM])[Ao:^^,F]-'e<^°'^> J] e 



■<v,{X'f'> 



E (^HAo + ( ^^MA^^^^' ^' + ^' ^) 

Comme dans le cas archimedien une fonction 



t=0 



est produit dc e^^""^*^'^!^' ^ et d'un polynome cn T dc dcgrc inferieur ou egal a Qm — do- 
Une telle fonction appartient a PolExp, done la fonction / appartient aussi a cet espace. 
Plus precisement, / G PolExps^uM-ac ou S = (Ht^)?^ est la famille telle que S-ji soit 
I'ensemble des projections dans iAl/iTV^ des w{Aq + u) pour w G et v E iA^p. 
Pour tout P G P(M), notons S{P) I'image de 7e par I'application T ^ T[P]^. C'est un 
reseau de A%. Le coefficient CTz,o{f) selectionne les termes de la formule (2) pour lesquels 
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les exponentielles sont triviales pour tout T E 71, c'est-a-dire les couples {u, P) tels que 
Aq + u e iS{Py. Supposons Aq ^ M^^^ + iAc = iA^'^p © iAc- Si TZ est assez grand, 
on a S{PY C Pour tout P et aucun u G iA^p ne contribue. Done c-ji^oif) = 

cc qui prouvc la premiere assertion du (ii). Supposons maintenant Aq € Ai + iA'lf^p, oil 
Ai G iv4.^. On a les egalites 

^S^<^>(X; A„) = Ai) = e<'<-->(v,')S"'"'(^;0). 

Oil ((/?'(A, P))pg77(M) est la (G, M)-famille deduite de la famille initiale par translation 
par Ai. Cela nous ramene au cas oii Aq = 0, ce que Ton suppose desormais. Le calcul 
precedent conduit a I'egalite 

C7^,o(/) = mes(^^/Z[AM])[Ao : A^]"' E 

Per{M) 

(Jnp{u) \ 
^^{u,y;t,u,P)) . 

Remplagons 71 par ^7Z. Cela remplace S{Py par kS{Py . On remarque que Aplku) — 
Ap(i/) et npikv) = np{u). On pent remplacer I'entier /cq par /c/cq. On pent choisir 
UkkAK P) = Mfeo(f > P)- Alors Vfeito(A, P) = /c"^-"G^;iko(f , P). Puisqu'on a aussi 

I'egalite ci-dessus devient 

(3) ci^_o(/) = mes(^« /Z[AM])[>Cfe„ : ^«,p]-^ J] 

P6-P(M) 

Oil 

Mt, u, P) = ^{t^, P)e<^^+*«'^t^]">^,„(i. + ^) ( n < + 



n <e,«>-' 



I aGAp-Ap(i/) 



Notons que puisque ffc„(A,P) est a support compact, la somme est limitee a un en- 
semble fini independant de k. Fixons ly et P. Si k est assez grand, on a e~^'"^'^'^ ^ ^ = 
^<ku,Y[P] > — I (.gg termes disparaissent. Dans la definition de fk{t,iy,P), le produit 

(p{t^, p)e<'='^+*^.'^[-Pl°> devient (p{y; t^, P). Le terme (^^fk{t, P)] est combinai- 

son lineaire de produits 
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pour des entiers naturels a, b, c tels que a + b + c = np{v). On voit qu'un tel produit 
est borne par CNkr"^, on est la norme de la (G, M)-famille ((/9(3^; A, P))pg-p(M), C 
ne depend que de m et Vk^, et m = b + c + |Ap — Ap(z/)|. Les termes pour lesquels m 
est strictement positif sont negligeables pour la conclusion du lemme. Si 7^ 0, on a 
Ap 7^ Ap(i/) et tous les termes sont done negligeables. Pour 1/ — 0, on ne conserve que 
les termes ou les derivations ne s'appliquent qu'a la fonction (p{y;t^, P). Si on elimine 
les termes negligeables, le membre de droite de (3) devient 

Oil n = Om — o-G- On va montrer que 

(4) on a I'egalite [Ck^ : ^M,F]~"^^fco(0, -P) = mes(ii.4.^ p)mes(i^G,F)~"^- 
En admettant cette relation et en utilisant (1), I'expression ci-dessus n'est autre que 
^%{y] 0) et on obtient la conclusion de (ii). 

II reste a prouver (4). Pour v e i^Xo^ z/ 7^ 0, la fonction t i->- ep£j,^(z^ + ^0 a un 
pole d'ordre n = au — en t = 0. La fonction t i— )■ ep(z/ + t^)~^ a un zero d'ordre 
strictement inferieur. Puisque ffc(,(z/ + t^, P) = ^^^(z/ + t^, P)Gpr + tC,)e^{i' + t^)~^ 
est reguliere, on a nccessairement Ukoii'jP) = 0. Puisque ^j^gj^v Uko{i^iP) = 1, on en 
deduit Mfeo(0,P) = 1. On calcule alors 

T;fe„(0,P)=mes(^^/Z[AM])-'Hm J] -^^^I^^ = rnes(^^/Z[AM])-'«-", 

OU K = j^log{q). Or = kZ[Am], d'oia 

K"mes(^^/Z[AM]) = mes(^^/«;Z[AM]) = mes(^^/£fej. 
D'apres les relations de compatibilite de nos mesures, on a 

mes{AM/AMF) = mes{iA*M^p)~^mes{iA*G^p), 

d'oii mes^Alf / Cko) = [jCko : A'^p\~^mes{iA*j^p)~^'mes{iAQp). En assemblant ces cal- 
culs, on obtient (4). □ 



1.8 (G, M)-familles et inversion de Fourier 

Soient M un Levi semi-standard et X un element de Ag,f- Appliquons les construc- 
tions du paragraphe 1.6 a la famile y — (^[-P])pg-p(m) nuUe, c'est-a-dire Y[P] — pour 
tout P, et a la famille {(p{A, P))p^-p(^M) formee des fonctions constantes egales a 1. On 
en deduit une fonction que Ton note 

PeP(M) 

On a I'egalite 

{g<A,x>^ si F est non-archimedien et X G Am,f H Ag, 
ou si F est archimedien et M = G, 
0, sinon. 
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Preuve. On pcut fixer un element Pi G V{M) et supposer < A, d >> pour tout 
q; e Ap^. En utilisant 1.5(2), on a 

PeP{M) 

= f e<^'^> i-^y^'''''"^(t>P,P,{H)dH. 

D'apres 1.3(7), la somme interieure est egale a Tfj{H,y), ou y est la famille nulle. Ce 
n'est autre que 5'^{H). Si F est archimedien et M 7^ G, I'intcgrale est nulle. Si F est 
non archimedien, elle vaut e^^'^^ s'il existe H G A% p{X) avcc et elle vaut 

sinon. Cette condition equivaut a X e Am,f H Aq- D 

Soit T un element de ^0 et soit ((^(A, P))pg-p(A^) une (G, M)-famillc. Dans le cas oii 
F est non-archimedien, on suppose que T G Amo,f ®z Q et que la (G, M)-famille est 
p-adique. Dans le cas archimedien, on suppose que les fonctions A 1— )■ V'(A, P) sont de 
Schwartz. Pour un sous-groupe parabolique Q = LUq G J-'(M), on definit ip{A,Q) pour 
A G lAi F comma la restriction a iA^p de </?(A, P) pour n'importe quel P G V{M) 
tel que P <Z Q. On definit sa transformee de Fourier (fi{H,Q), qui est une fonction de 
H G Al,f, par 

<^(i/, Q) = mes{iAl^p)-^ I <^(A, Q)e-<^'^> dK. 

C'est une fonction de Schwartz sur Al,f- 
Lemme. L'expression 

I I 6iiH')T^{H',H + Tm^iH,Q)e<^''''>dH'dH 

est convergente et egale a [X] h). 



Preuve. La condition T'^{H\ H + T[Q]) ^ implique une majoration \{H')'f \ « 
1 + \ H'^\ (T est ici consider c comme une constante). Jointe aux conditions 5^{H') = 1 et 
Hq — Hg = X, cela implique \H'\ « 1 + \H\. L'integrale en H' est done essentiellement 
bornee par (1 + \H\)^ pour un entier D convenable. Puisque H i-> (p{H,Q) est de 
Schwartz, l'integrale en H est convergente. Cela prouve la convergence enoncee. 

Rappelons que, pour A en position generale, 

(^S^(X;A)= v{KP)e''/^''\x-A). 
PeP{M) 

Fixons P. Par inversion de Fourier 

ip{K, P)^ I ip{H, P)e<^'"> dH. 

■J Am,f 
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On va prouver I'egalite 



(2) eJ'^[^l(X;A)e<^'^> = J] [ r^{H' , H + T[Q])ef\H'; A) dH' . 

Q=LUq;PcQ JA1,f{X+Hg) 



En admettant cela, on obtient 



{X;A)= Yl I ^{H,P)e^^'^^''\X;A)e<^'^>dH 



^ I ^(H,P) Y I T%{H\H + T[Q\)e%\H'-A)dH'dH. 

PeV{M) ■^'^'^ Q=LUq;P<zQ'' ■^L,Fi^+HG) 

Cette expression est absolument convergente pour A cn position gcncralc pour les memos 
raisons que ci-dessus, la fonction H' n> Cp A) ctant bornee. On sort la somme en Q 
des integrales et on la permute avec celle en P. On obtient 

Q=LUQeT{M) Per{M);PcQ ■^'^''^ 

I V%{H\H + T[Q])e^/{H']A)dH' dH. 

On remarque que H n'intervient que par sa projection Hj^ dans I'integrale intcrieure. 
Decomposons la premiere integrale en une integrale sur H e Al,f et une intcgrale sur 
Am^f{H). On obtient 



(3) ^S^(X;A)= E I L ^(^"'^) 

Q=LUQeT{M) PeV{M);P<zQ ■^'^^p '^■^m,fW 

T%{H\ H + T[Q])ef\H'; A) dH' dH" dH. 



Ia°^{x+Hg) 
On voit apparaitre I'integrale 



^{H", P) dH". 



Par inversion de Fourier, ceci n'est autre que 



mesiiAlp)-^ I ip{A, P)e-<^'^> dA 



Puisque le domaine d'integration est restreint a iA\ p, on pent aussi bien remplacer 
(p{A, P) par 93(A, Q). L'integrale ci-dessus devient <^(-ff, Q), en particulier est independante 
de P. Dans la formule (3), la somme en P ne porte plus que sur les termes ep'°(if'; A). 
Leur somme vaut e^°(if'; A). Supposons F non archimedien. L'egalite (1) dit que e^°(if'; A) 
vaut e<^'^> si H' e Am,f, sinon. La formule (3) devient 

^S^(X;A)= Y [ [ r^{H',H+T[QmH,Q)e<^^"'>dH'dH. 

Q=LUQeT(M) -^^L.F J Al p{X+HG)r\AM,F 
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Mais A%f{X + Hg) nAM,F est Tensemble des H' e Am,f{X + Hg) tels que S^{H') = 1. 
La formule ci-dessus est done equivalente a eelle de I'enonee. Supposons maintenant F 
arehimcdien. L'cgalite (1) transforme direetement la formule (3) en celle de I'cnoncc, a 
ceci pres que Ton ne somme que sur les Q G V{M). Mais si Q ^ V{M), le support de 
la fonction 5^ est de mesure nuUe et la contribution de Q a la formule de I'enonee est 
nuUe. 

Prouvons (2). Puisqu'il s'agit de fonctions meromorphes en A, on pent supposer 
Re < A, a » pour tout o; e Ap. Alors 



f (t)${H' -H- r)e<^'^'> dH'. 



On utilise 1.3(3), d'oii 

e?'^(X; A) = /" rg(i/', H + T)cj>%{H')e<''^'''> dH' . 

JAfi^piX+Ha) Q=lUq;PcQ 

On sort la somme en Q de I'integrale et on decompose celle-ci en une integrale sur 
H' e A^f{X + Hg) et une integrale sur H" e Am^f{H'). On obtient 

e?'^(X;A)= V / T%{H',H + T) [ (t)${H")e<'''""> dH" dH'. 

La derniere integrale n'est autre que ep'°(if'; A) et on obtient la formule (2). □ 



1.9 Representations 

Si TT est une representation admissible de G{F) et si F est non-archimedien, on note 
un espace dans lequel elle se realise. Dans le cas oii F est archimedien, pour etre 
correct, il faudrait introduire deux espaces : un espace dans lequel vr se realise et le sous- 
espace des vecteurs i^T-finis, qui est celui qui nous interesse mais qui n'est pas invariant 
par Taction de G{F). Pour simpMer, on n'introduit que ce dernier, que Ton note T4) 
et on convient qu'il est plonge dans un espace implicite plus gros oii tt se realise. Si tt 
est irreductible et unitaire, on fixe un produit hermitien (., .) sur invariant par 'K{g) 
pour tout g G G{F) (avec la convention ci-dessus dans le cas archimedien). Pour nous, 
un tel produit est lineaire en la seconde variable et antilineaire en la premiere. On note 
Ildisc{G{F)) I'ensemble des classes de representations irreductibles de la serie discrete de 
G{F). Pour a G Ildisc{G{F)), son degre formel d{a) est defini par I'egalite 

/ (ei, a{g)e2){a{g)e'^, e'^) dg = d{a)~^{ei, e'^jie'^, ea) 

JAG{F)\GiF) 

pour tous ei, 62, e']^, 62 G V^. 

Le groupe ^Sit sur I'ensemble des classes d'isomorphisme de representations 

admissibles de G{F) : a une representation tt et a A G ^gC' associe la representation 
tta definie par nx{g) — e^^'^°^^''^7r{g). Cette action se quotiente en une action de 
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Aq c/^^g f- Pour deux representations tt, tt', considerons I'ensemble des A e iA*Q tels que 

TT ~ 7r'_;^. II est stable par iA^ p agissant par addition et on note [tt, tt'] son quotient par 
cette action. Si tt = vr', c'est un groupe et il est plus suggestif de le noter Stab{iA*Q p, vr). 
Ce groupe ne depend que de I'orbite de n pour Faction de iAq p. L'action du groupe 
iAqp conserve I'ensemble Ildisc{G{F)). On note Ildisc{G{F)) /iA*Q^p I'ensemble des or- 
bites. 

Soit P = MU p un sous-groupe parabolique semi-standard de G et soit a une representation 
admissible de M(F). Pour A G -^mcA-^mf? introduisons la representation induite 
tta = Indp{ax) de G{F). EUe se realise naturellement dans un espace de fonctions 
e : G{F) — >■ se transformant a gauche par P{F) selon la formule usuelle. On definit 
I'espace V^r^p des fonctions e : X — > 14 telles que 

- e{muk) = a{m)e{k) pour tons m e M{F) n K, u e U{F) CiK, k e K; 

- si F est non archimedien, e est localement constante ; 

- si F est archimedien, e est lisse et i^T-finie. 

Par I'homomorphisme — )> 14 p de restriction a K, tta se realise dans V^^p pour tout 
A. Supposons a irreductible et unitaire. Si A e iA'^^p, ttx est unitaire. Plus precisement, 
TTx conserve le produit hermitien sur V^^p defini par 

(61,62) = / {ei{k),e2{k))dk. 
Jk 

Revenons a a admissible et A e '^*m,c/'^'^'m,f- Soit P' = MUpi e V{M). Posons 
TT^ = Indp,{ax). On definit I'operateur d'entrelacement 

Jp'\p{(^x) '■ Va,P Va,P'- 

Modulo les isomorphismes 

e ex e' e^, 

il existe un reel c tel que, pour Re{< X, a >) > c pour tout a e Ap, cet operateur soit 
donne par la formule 

< e,{Jp:\p{ax){e))x{g) >= < e,ex{ug) > du 

J (Up(F)nUp,(F))\Up,{F) 

pour tout e G V^^p et tout e G V^, on a est la contragrediente de a. II se prolonge 
meromorphiquement a tout ^mc/'^'^mf- Les operateurs d'entrelacement verifient de 
multiples proprietes, cf. par exemple [A3] paragraphe 1. 

Soit X e G{F). Posons M' = xMx'^ P' = xPx'^ et supposons M' semi- standard. 
On note xcr la representation m' t— )■ a{x^^m'x) de M'{F) dans 14. On note A i-> xA 
I'application de ^ dans ^m',c deduite par fonctorialite de la conjugaison par x. Posons 
tt'^^ — Indp,{{xa)xx)- On realise ttx et tt'^^ dans leurs modeles et K-^^- Notons dp{x) 
le jacobien de I'application ad^ : Up ^ U^px-^ (en fait, on peut ecrire x — m'k' — km, 
avec m' G M'(F), m G M(F), G X; on a dp{x) = (5p(m) = 5p>{m')). Definissons 
I'operateur 

7(x) : 14, ^ K;, 

par {^{x)e){g) — dp{xy/'^e{x~^g). II verifie la relation ■f{x) o TTx{g) — T^xxi9) ° 7(^)- 
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Supposons a irreductible et unitaire et limitons-nous a A e iA*M p. En identifiant 

a Va^p et a K:cr,p', ces espaces sont munis de produits hcrmiticns dcfinis positifs pour 
lesquels les representations tta et tt^;^ sont unitaires. Alors I'application 7(2;) est unitaire. 

On appliquera ces constructions a des elements du group e de Weyl W'^ . Soit w G . 
On choisit un representant w de w dans K. Le Levi M' — w{M) est semi-standard. Par 
abus de notation, on pose simplement wa — wa et 7(w) = 'yiw). Notons que ^{w), 
vu commc un operateur de V^^p dans Vwa,w{P), ne depend pas de A. On pourra aussi 
appliquer cette construction a des quotients tels que /W^ . On pourra verifier que 
nos formules ne dependent pas des choix des relevements w. 



1.10 Operateurs normalises 

Soient M un Levi semi-standard et cr e Ildisc{M{F)). Pour P e V{M), I'operateur 
Jp\p{(Tx) o Jp|p((7a) est une homothetie qui ne depend pas de P. On definit mP{(T\) 
comme le produit du degre formel d{(7) et de I'inverse du rapport de cette homothetie. 
Remarquons qu'en vertu des relations de compatibilite de nos mesures, mP{(T\) ne depend 
que des mesures sur G{F) et Am{F). 

On introduit des operateurs normalises Rpi\p{(J\) et des fonctions de normalisation 
rpi\p{ax), pour P, P' e V{M), comme en [A3] paragraphe 2. On a I'egalite Jp'\p{a\) — 
rpi\p{a\)Rpi\p{(Tx). Pour A £ i~^*M Rp'\p{<^x) est unitaire. On salt que, pour toute 
racine reduite a de Am, on pent definir une fonction Vaicrx) de sorte que 

(1) rp>ip{ax) = Yl ^«(c7a), 

a>pO,a<p/0 

la notation signifiant que a parcourt les racines reduites qui sont positives pour P et 
negatives pour P'. 

II est utile de rappeler quelle est la forme des fonctions ra{<7x) dans le cas 011 P = IR. 
Fixons un sous-tore fondamental S de M. Son algebre de Lie s se decompose de fagon 
unique en une somme directe Om © stable par Taction galoisienne. On pose t)^ = 
aM(IR), t)^ = i5*^(M), on definit I'algebre de Lie rcelle i) = i)M ® f)*^ et sa complexifiee 
f)c. Remarquons que Am s'identifie a f)M- A la serie discrete a est associe un caractere 
infinitesimal qui est une orbite dans if)* pour faction du groupe de Weyl absolu de S. 
Choisissons fi^ dans cette orbite. On sait que la projection fi^ de fi„ sur ii}^^'* appartient 
a un reseau fixe de cet espace, plus precisement a un reseau de {X*{S) ®z Q) fl it)^^'*. 
Soit a une racine reduite de Am- D'apres [A3] paragraphe 3, pour un choix convenable 
du point //o-, la fonction ra{(7\) est produit d'une constante uniformement bornee (c'est- 
a-dire bornee independamment de cr et A), d'un nombre fini de fonctions 

1 

ou /3 est une coracine de S se restreignant a f)M en un multiple positif et non nul de a, 
et, eventuellement, d'une fonction 

oil P est une coracine de S egale a un multiple positif et non nul de d; et A?" e {0, 1}. 
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On utilisera les proprietes suivantes, pour A G iA*Mp. 

(2) La fonction A i->- mP{X) est reguliere, a croissance moderee et a valeurs positives 
ou nullcs. 

Les premiere et troisieme proprietes sont dues a Harish- Chandra. La deuxieme (qui ne 
concerne que le cas oii F est archimedien) resulte de la formule explicite [A3] proposition 
3.1. 

(3) On a I'egalite rp\pi{a\) = rp/\p{a\). 

Cela resulte des relations d'adjonction verifiees tant par les operateurs d'entrelace- 
ment que par les operateurs normalises. 

(4) On a I'egalite \rp\p{ax)\^ = d{a)m'-'{ax)~^. 
Cela resulte de (3) et de la definition de m^{ax). 

(5) Pour P, P' e V{M), la fonction 

A rp|p((7A)rp/|p/((7A)~^ 

est reguliere de valeur absolue 1. Si F est archimedien, ses derivees sont a croissance 
moderee. 

La premiere assertion resulte de (4). Pour la seconde, on pcut supposcr F = R car 
dans le cas on F = C, les fonctions de normalisation sont les mcmes que pour Ic groupe 
sur R deduit de G par restriction des scalaires. La decomposition (1) nous ramenc a 

considerer une fonction ra{crx)r-a{c!'x)~^ , ou encore, d'apres (3), ra{<J\)ra{o-x) ■ D'apres 
ce que Ton a dit ci-dessus, une telle fonction est produit fini de termes 

< 11^, /3>-</xm + A,/3> 

<II^J> + <IIM + Xj> 

et event uellement d'un terme 

<^M+A,/9> -j-p^ -<//M+A,/3>+l -^ 
-</^M+A,/3> -j-p^- </JM+A,/3>+l ^ ' 

C'cst un simple exercice de montrer que les derivees de telles fonctions sont a croissance 
moderee en A. 

(6) La fonction A i-)- rpi\p{a\)~^ est reguliere et a croissance moderee. 

Par la decomposition (1), on pent supposer P' et P adjacents. II y a alors un pa- 
raboliquc Q = LUq G J^{M), qui est minimal parmi les paraboliques contenant stric- 
tement M, de sorte que P, P' G Q et P' (1 L = P Cl L. Par les proprietes habituelles, 
rp'\p{o-x) = ''^^f^^ppiii'^x)- Alors la propriete cherchee resulte de (2) et (4) appliquees au 
groupe L. 

(7) Pour quatre elements -Pi, -P2, P3, P4 G 'PiM), la fonction 

A rn^i(Tx)rp^\p^{ax)rps\p^{ax) 

est reguliere ct a croissance moderee. 
On pent I'ecrire comme produit de 

^P2|PiK)"Vp,|p3((Ja)"^ 

et de 

m^{(rx)rp^\P^{(Tx)rp^lP^{ax). 

La premiere fonction verifie les proprietes requises d'apres (6). La seconde est de valeur 
absolue constante d'apres (4). 
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1.11 i?-groupes 

Soient M un Levi semi-standard et a une representation irreductible de M{F) de la 
serie discrete. On note M'^{a) I'ensemble des couples {A, n) ou A est un automorphisme 
unitaire de V^o- et n e NormG(F){M) (le normalisateur de M dans G{F)) qui verifient la 
condition 

A o na{x) = a{x) o A 

pour tout X G M{F). C'est un groupe pour le produit {A,n){A' ,n') = {AA',nn'). II 
y a un homomorphisme naturel M{F) M^^a) qui, a a; G M{F), associe ((T(m),m). 
L'image est un sous-groupe distingue de Af^i^a). On note W'^{a) le quotient. On a une 
suite exacte 

(1) l^V ^W°{a) ^W°{a) ^1, 
oil U est le groupe des nombres complexes de module 1 et 

W^{a) = {we W^;w{M) = M,wa a}/W^. 

Soit P G V{M), posons tt = Indp{a) que Ton realise dans I'espace naturel 14- Pour 
{A, n) G A/'*^(o-), on definit 1' automorphisme rp{A, n) de 1^ par rp{A, n) = Rp\nPn-^{<^) ° 
7(n) o A. Expliquons que A designe ici I'operateur deduit de A par fonctorialite, c'est- 
a-dire celui qui, a une fonction e : G{F) associe la fonction g i-> Ae{g). On verifie 

que rp{A,n) est un entrelacement, c'est-a-dire que 

rp{A, n) o 7r(5() = T:{g) o rp{A, n) 

pour tout g G G{F). On verifie que I'application rp ainsi definie est une representation 
unitaire de M'^^a). Si on remplace P par un autre P' G V{M), les representations rp et 
rpi sont equivalentes : on a rp{A,n) o Rp\p,[a) = Rp\pi{a) o rpi{A,n). Le sous-groupe 
des (vl,n) G Af^i^cr) tels que rp(yl,n) soit I'identite de \4 est done independant de P. II 
contient M{F) (identifie comme ci-dessus a un sous-groupe de N^{a)). On note WQ{a) 
le quotient de ce sous-groupe par M{F). On pose 

Par la suite (1), WQ{a) s'identifie a un sous-groupe distingue de W'^{a). On pose 
R^{(t) — W'^{a)/WQ{a). C'est le i?-groupe de a. On a une suite exacte 

1 ^ U ^ n^{a) R^{a) 1. 

La representation rp se quotiente en une representation de TZ'^{a) telle que z &V agisse 
par I'homothetie de rapport z. 

Dans la suite, toutes les representations de TZ^{a) seront supposees verifier 
cette condition. 

On note Irr((Rp{a)) I'ensemble des classes d'isomorphisme de representations irreductibles 
de TZ^{(7). Le resultat principal de la theorie du i?-groupe est qu'il existe une bijection 
p I— )■ TTp de Irr{TZ^{a)) sur I'ensemble des classes de representations irreductibles de 
G{F) qui sont des sous-representations de tt, de sorte que la representation rp ® n de 
'RP{(t) X G{F) dans se decompose en 

(2) ®parr{'RP{a)) P®T^p- 
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Notons que la correspondance p i-> tt^ ne depend pas de P : si on remplace P par P', 
I'operateur Rp\pi{a) entrelace les representations de Tl^{cr) x G{F) dans et dans K-/, 
oil tt' = Indp,{(T). 

Harish-Chandra a decrit les groupes WQ{a) et R'^{a). Soit a une racine reduite de 
Am dans G. II lui est associe un groupe de Levi M^. G C{M) qui est minimal dans 
C{M) — {M}. Suposons que la mesure de Plancherel m^"{a) soit nuUe. On montre 
qu'alors W^°'{M) a deux elements : I'identite et une symetrie Sa- L'ensemble des a 
verifiant les conditions ci-dessus forme un systeme de racines et W^{(t) est le groupe de 
Weyl de ce systeme. En particulier, W^i^a) est engendre par ces symetries Sq- Fixons un 
ensemble de racines positives dans ce systeme de racines. On pent identifier EP{a) au 
sous-ensemble des w e W'^{(7) qui conservent l'ensemble fixe de racines positives. On a 
alors la decomposition 

W^{a) = W^{(t) X R^{a). 

Remarque. Les definitions ci-dcssus dependent dc choix d'operateurs d'entrelace- 
ment normalises. Si on change de choix, on obtient une nouvelle representation, notons- 
la Tp- On verifie qu'il existe un caractere unitaire x de W'^{a), que I'on remonte en un 
caractere de j\/'*^(cr), de sorte que rip{A,n) = x(74, n)rp(74, n). On pent introduire I'au- 
tomorphisme x de N^{a) qui a {A, n) associe n)A, n). On a alors r_p — rp o x- ^ 
I'automorphismc x prcs, nos definitions sont done independantes des choix d'operateurs 
normalises. En tout cas, dans la suite, ces choix sont fixes. 

Soit A G iA*Q p. L' application 

{A,n) ^ {Ae<^'^°^''>,n) 

est un isomorphisme. A cause de la torsion par e^^'^°^"^^, cet isomorphisme est com- 
patible avec les plongements de M{F) dans les deux groupes J\f'^{a) et J\f'^{a\). II se 
quotiente en un isomorphisme 7?-(cr) ~ ^^{(Tx) compatible avec I'identite R{(t) — R{(Tx). 



1.12 Coefficients 

Rappelons qu' Harish-Chandra a defini une fonction 5 sur G{F). EUe verifie les pro- 
prietes : 

(1) la fonction S est biinvariante par K. 

(2) il existe d e N tel que Ton ait les majorations 

5o(m)-i/2 2(m) « 5oM-^/2(l + \Ho{m)\)'^ 

pour tout m e Mq{F)-. 

Soicnt P = MUp un sous-groupe parabolique semi-standard et o" G UdisdM (F)) . 
Pour A G iA^j p, posons ttx = Ind'f{ax), que I'on realise dans I'espace V^,p. Pour u,v E 
Va,P, on dcfinit une fonction coefficient sur G{F) qui, k g E ^(-^)) associe le produit 
scalaire {u,'K\{g)v). On a 

(3) \{u,'Kx{g)v)\ « E{g) pour tout g G G{F) et tout A G lA^p; 
plus precisemcnt 

(4) \{u{k), {7ix{g)v){k))\dk « E{g) pour tout g G G{F) et tout A G iA*M^p. 
Cela resulte de la preuve du lemme VI. 2. 2 de [W]. 
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Soit Q ~ LUq un sous-groupe parabolique standard. Notons W'^{L\P) — {s E 

W'^; s{M) G LjPqHL G s{P) fl L}/W'^ . Rappelons que pour tout s dans cet ensemble, 
on fixe un relcvement de s dans K, que Ton note encore s. On pose Qs = (s(P) D L)Uq 
et = (s(-P) n L)Uq. On introduit la representation tt^^^ = Ind^^p^^j^{{sa) sx) , que Ton 
realise dans I'espace Vj^^^p^^j^. Le terme 

jQs\siP){{sa)sx)o^{s)u 

est une fonction sur K appartenant a I'espace de la representation IndQ_^{{sa)s\). Sa 
restriction a Kr\L{F) appartient a V'sCTs(P)nL- ^^^^ fJ'si^) cette restriction. De meme, 
on note Vs{X) la restriction de 

kKn L{F). Pour I e L{F), posons 

mX) = j{G\L)-' J2 K(A),7ri^,(/K(A)). 

seVKG(i,|p) 

On appelle cette fonction le terme constant faible du coefficient {u,7rx{g)v). 

Proposition. Soit v > un reel. II existe c > et une fonction C sur lA^^^p, lisse, a 
croissance moderee et a valeurs positives de sorte que Von ait la majoration 

\{u,7Tx{m)v) - 6Q{m)-^/^Eb{m,X)\ < C(A)5Q(m)-^/22L(^)e-c|/fo(m)| 
pour tout A e iA*M^p et tout m e Mq{F)- veriGant la condition 

< a,Ho{m.) >> ulHoim)] 

pour tout q; e Aq — A^. 



Cf. [Al] lemme 7.1 et [W] lemme VI. 2. 3 dans le cas non-archimedien. 

1.13 La formule de Plancherel 

Cette formule exprimc toutc fonction i^-finic / G C^{G{F)) a I'aide de scs actions 
dans les representations induites unitaires de representations de la serie discrete des Levi 
de G (la condition que / est i^-finie n'est une restriction que si F est archimedien) . Dans 
la formule ci-dessous, pour tout Mdisc £ 'C(Mo), on fixe un parabolique S e V{Mdisc) 
et, pour tout element de UfHsciMdisciF)) /iA*j^^.^^ p, on fixe un point-base a dans cette 
orbite. Alors, pour toute fonction X-finie / e C^{G{F)) et tout g e G{F), on a I'egalite 

fi9)= E iW'^-WW^r E \Stab{tA*M,_F,a)\-' 

m'^{ax)trace{Ind^{ax, g~^)Ind^{ax, /)) dX. 
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1.14 La formule du produit scalaire d' Arthur 



Pour exprimer cette formule sous une forme sufRsamment generale, on fixe un sous- 
tore D C Ag et un caractere unitaire u de G{F) dont la restriction a D{F) est triviale. 
On adapte nos notations en notant par exemple Aq rorthogonal du sous-espace Ad C 
et Ho, les projections d'un element H G sur Ad et A^ . On considere un element 
T & Ao que Ton traite comme une variable. Mais on suppose qu'il reste dans un sous- 
ensemble fixe de defini par des relations 

< a,T » pour tout a E Aq; 

< a,T » c^|T| pour tout a G Aq, oil > est un reel fixe ; 
T G Amo,f ®z Q si F est non-arcliimedien. 

Remarquons que, dans un tel domaine, les fonctions |T| et < a,T >, pour a G Aq, 
sont equivalentes. On note la fonction caracteristique de I'ensemble des g G G{F) tels 
que (f)^{hQ{g) — T) = 1, cf. 1.1 pour la definition de /lo(fl')- 

Soicnt P = MUp et P' = M'Upi deux sous-groupes paraboliques semi-standard et 
soient a G UdisdM (F)) , a' G IldisciM'{F)). On suppose que : 

- les restrictions a D{F) des caracteres centraux de a et a' coincident. 

Fixons M, V G Vcr,p et u' , v' G Va',p'. Pour A G iA*M^p et A' G iA*j^, p tels que Ad — A'^, G 
lA'^p, posons tta = Indp{ax) et tt^, = Indp,{ay). Pour X G Ag,f, notons G{F;X) 
I'ensemble des g G G{F) tels que Haig) — X. On munit cet ensemble d'une mesure de 
sorte que Ton ait I'egalite 



pour toute / G C^°°(G(F)). On note D{F)c = Ker^Hc) n D{F). On munit ce groupe 
d'une mesure de Haar, et I'ensemble D{F)c\G{F; X) de la mesure quotient. Remarquons 
que D{F)^\G{F;X) = D{F)\D{F)G{F; X), ce dernier quotient est done muni d'une 



Cette expression ne depend que de la classe X + Ad,f- 

La formule d' Arthur calcule une valeur approchee de a;^(X;A,A'). Rappelons ce 
result at. 



Soit S = MsUs un sous-groupc parabolique standard. Notons W^{Ms\M) = {s G 
W^;s{M) = Ms}/W^. On definit de meme W^{Ms\M'). Soient s G W^{Ms\M), s' G 
W^{Ms\M'), k, k' G K. Definissons les elements Us{k', X),Vs{k, A) G et u'^,{k, \'),v'^,{k\ A') G 
V^i par les formules suivantes 




mesure. 



Posons 




Vs{k,X) = {Js\s{p){{sa)sx) o -f{s)v){k), 
u'Ak,\') = iJs\s'(P')iis'(T')s'X')o^is')u')ik), 
v'Ak'A') = {Jsis'(P'){{s'a')s>y)oAsy){k'). 
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On rappelle que les termes entre parentheses sont des fonctions sur K\ cela a done 
un sens de les evaluer en k ou k' . Pour des elements e, 77 e et e',77' e K-', et pour 
A e ^Ms,c e posons 

r/, e', V; A) = / scT(a;)e)(sV(a;)V, e') 

J D{F)\D{F)M2{F;X) 

ou Mg{F; X) = Ms{F) fl G{F\ X) et la mesure est definie de fagon analogue a celle sur 
D{F)\D{F)G{F; X). Cette integrale est absolument convergente si Re < A,a » pour 
tout a e As ct se prolonge en une fonction meromorphe definie pour tout A e ^m^.c 
tel que A^ e i^D,F- Posons 

JKxK 

rl,,AX, us{k', X),vs{k, X),u'Ak, X'),v'Ak', A'); A) dk dk'. 

Pour des points A et A' oia les operateurs d'entrelacement intervenant ci-dessus n'ont pas 
de poles, cette expression est holomorphe au point A = sA — s'X'. On pose 

r^(X;A,A')= Yl E rl,^AX;X,X';sX-s'X'). 

S;PoCS seWG{Ms\M),s'eWC!{Ms\M') 

On obtient ainsi une fonction meromorphe en A et A'. 

Theoreme (Arthur). 11 existe c > et une fonction lisse et a croissance nioderee C 
sur iA\j^p X iA\ji^p, a valeurs positives, de sorte que, pour tous X e iAl^^p, X' e ^^m',f 
pour tous X, T, u,v, u', v', on ait la majoration 

\uj^{X; X, A') - r^{X; X, X')\ < m^{ax)-'^V{ay)~'^^C{X, X')e-''^^^\u\\v\\u'\\v'\. 



On pent exprimer plus explicitement le terme r^^^^ ^(X; A, A'; A). Commengons par 
calculer rgg gilX; e, rj, e', 77'; A). Pour simplifier les notations, on fixe e, 77, e', 77'. Pour Y e 
Ams,f, posons 

rs,s,s'{y) = / {rj,sa{x)e){s'a'{x)r)',e')uj{x)dx, 

Jd{F)\D{F)Ms{F;Y) 

OU Ms{F; Y) = {x e Ms{F); Hms{x) = Y}. Posons comme en 1.6 

AZs,f{^)-{Y^'^Ms,f;Yg^X}. 

On a les egalites 



{X; e, 77, e', 77'; A) = / 0f (F - r)e<^'^>r5,.,.Ky) dY 

= / 0f(F-T)e<^'^>r5,.,.'(r)^ir. 
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Notons iOf, et Wg-' les caracteres centraux de a et a'. II est clair que, pour Y e Ams.Fi 
f's,s,si^^ = si la restriction de s{ujrj^s'{ujai^~^uj a Ams[F\ est non triviale. Supposons 
cette condition verifiee. II existe alors un element A^^^/ e iJ^Us ^^1 que 

pour tout a G Aus{F\ Get element est uniquement determine modulo i^AM f verifie 
{^s,s')d G iA^f^p. La fonction 

nc depend que dc la classe Y + AAMg,F- L'ensemble Am,^{F)Ms{F\Y) est ouvert dans 
Ms{F) et done muni d'une mesure. On verifie que, pour une fonction / sur le quotient 
AMsiF)\AMs{F)Ms{F]Y), on a la formule d'integration 

[ f{x) dx [ f{x) dx, 

J D{F)\D{F)Ms {F-Y) J Am^ {F)\Ams {F)Ms {F;Y) 

OU 

C = mes{D{F)c)~^mes{iA*M^^p)~^[AMs,F ■ Aams,f]- 
De ces considerations resulte I'egalite 

C I {ri,sa{x)e){s'a'{x)ri',€')uj{x)e-<^'-^""''s(^>dx. 

J Ams (F)\Ams (F)Ms{F;Y) 

Pour n e iA'i^^^p/iAi^^^p, posons 

Y&Ams,f/Aa^^,f 

Par inversion de Fourier, on a I'egalite 

(1) rs,sAy) = [^Ms,F : Aa^^A-' E e<^-'+^'^>r|,3,,,(/x). 

L'egalite s{M) = Ms entraine '>Ties{iA*j^g p) — mesliAl^p). D'autre part, on a 

r|^^,(/x) = C [ (77,s(T(a;)e)(sV'(x)77',e')e-<^-.^'+'''^^sW>tu(x) dx. 

J Ams{F)\Ms{F) 

Cette derniere expression est le produit scalaire de deux coefficients de representations de 
la serie discrete. II est nul si la representation s'a' n'est pas equivalente a la representation 
(a;s(j)_A^ autrement dit si Ag^s' + A* ^ [s'a',ujsa]. Soit u e [s'a',u!sa]. Introduisons 
un isomorphisme unitaire A,^ : ^ Va-' tel que {s'a'){x)oA^ — uj{x)A^o (sa)-^{x) pour 
tout X e M'{F). Alors 

rlsA"" - = Cd{a)-\A,r], e')(r/', A,e). 
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La formule (1) se recrit 

rs,sAy) = mes{D{F),)-'mes{iA*M,p)-'d{a)-' J] e<'^'^>Kr;, e')(V, ^.e). 

u£[s'cr' ,ujsa] 

On a defini e^' (-'^; A) en 1.6. On obtient finalement 

rl.^X- e, T), e', r)'; A) = mes{D{F),)-^mes{iAM^p)-^d{a)-^ 

Pour calculer r|'_^^^,(X; A, A'; A), on doit remplacer e, 77, €',77' par Us{k',X), Vs{k,\), 
u'g,{k,X'), v'g,{k',X'), multiplier par uj{k'k~^) puis integrer en k,k' e K. II apparait des 
integrales 

/ {v'Ak',X'),A,u,{k',X)Mk') dk', 
Jk 

I {A,Vs{k, X),u',,{k, X'))uj{k)-' dk. 
Jk 

Considerons la premiere, la seconde etant analogue. L'operateur A^, definit par fonc- 

torialite un operateur de Kcr,5 dans K;-is'cr',5) l^e nous notons encore A^. Notons lj 
l'operateur qui, a une fonction / sur K, associe la fonction k 1-^ uj{k)f{k). Alors LUoAi, 
envoie Kcr,5 dans Vgi^i g. L'integrale ci-dessus se recrit 

/ iiJs\s'{P')i{s'a')s'x') o ^{s')v'){k'), {uoA^o Js\s(p)iisa)sx) o -f{s)u){k')) dk'. 
Jk 

Par definition du produit scalaire dans Vg/o-'.s, ce n'est autre que 

{Js\s'{P'){{s'a')s'y) o 'y{s')v',uj_o o Jg^^^p^{{sa)sx) o 'y{s)u). 
On obtient alors 

(2) rl^^X; A, A'; A) = mesiD{F),)-'mesiiA*M,py'd{ay' 

{uoA^o Js\s{p){{s(t)sx) o -f{s)v, Js\s'iP'){{s'(T')s'\') o -f{s')u')ef^ {X ] A + u). 



2 Espaces tordus 
2.1 Notations 

Soit G un espace tordu sous G. Rappelons qu'un tel espace est une variete algebrique 
sur F munie d' actions algebriques de G a droite et a gauche 

GxGxG ^ G 
(9,1,9') ^ 919' 
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pour chacune desquelles G est un espace principal homogene. On impose la condition 

(1) G{F) ^j}. 

Pour 7 G G, on note ad^ I'automorphisme dc G tcl que jg = ad^{g)^ pour tout 
g E G. 11 arrive que ad^ induise sur certains objets des automorphismes independants de 
7. On note alors 9 ces automorphismes. Par exemple, G determine un automorphisme 9 
de Zq ou de Aq. On impose la condition 

(2) I'automorphisme 9 de Zq est d'ordre fini. 

Remarque. Les hypotheses (1) et (2) impliquent qu'il existe un groupe algebrique 
non connexe defini sur F, de composante neutre G, tel que G s'identifie a une 
composante connexe de G"*", cf. [L] paragraphe 3.4. Cela nous permet d'utiliser pour 
notre espace G les resultats demontres dans la litterature pour les groupes non connexes. 
II est neanmoins tres probable que ces resultats restent vrais sous une hypothese plus 
faible que (2). 

On note Aq le sous-tore de Aq tel que X^^^Aq) = X^^AqY, I'exposant signifiant selon 
I'usage I'ensemble des invariants par 9. On pose Aq — X^{Aq) (g)^ M = Aq. On note Uq 
la dimension de Aq. On note Hq : G{F) — > Aq la composee de Hq et de la projection 
orthogonale de Ac sur Aq. On note Aq p I'image de G{F) par I'application Hq. 

Soit (P, M) une paire paraboliquc dc G. Notons P le normalisateur de P dans G, 
c'est-a-dire I'ensemble des E G tels que ad^ conserve P. Notons M Ic normalisateur 
commun de P et M dans G. Si P n'est pas vide, les ensembles M, P{F), M{F) ne le 
sont pas non plus. On dit alors que P est un espace parabolique et M est un espace de 
Levi. Dans le cas de la paire minimale (Pq, Mq), il est toujours vrai que Pq n'est pas vide. 
Soit 7o G Mo(P). Un sous-groupc parabolique standard P donne naissance a un espace 
parabolique P si et seulement si ad^^lP) = P. On pcut supposer et on suppose que la 
forme quadratique fixee sur ^0 est invariante par I'automorphisme deduit de ad^^ par 
fonctoriahte. 

On adopte pour les espaces de Levi et les espaces paraboliques des notations similaires 
a celles introduites pour les groupes. Par cxcmple, on note V{M) I'ensemble des espaces 
paraboliques de composante de Levi M. Ou bien, pour H G Am, on note Hj^^ et H^^ ses 
projections sur I'espacc A^^, rcsp. sur son orthogonal A'^ dans Am- On munit les espaces 
iA*j^ et le groupe Aj^{F) de mesures de Haar verifiant des conditions similaires a 
celles de 1.2. 

Soient L un Levi de G et 7 G G(F) tcl que ad^{L) = L. Notons 9 I'automorphisme 
de Al deduit fonctoriellement de ad^. Posons = {H G Al] 9H = H}. Notons M le 
plus grand Levi contenant L tel que C Am- Posons M = M7. On a 

(3) I'ensemble M est un ensemble de Levi ; 

(4) on a I'egalite A^ = A^; 

(5) I'ensemble des espaces paraboliques P tels que L C P et ad-y{P) — P est egal a 
J^(M). 

Preuvc. Notons T le sous-tore de Al tel que X*(T) = X^{Al) ClA^^- Levi M est le 
commutant de ce tore dans G. Par definition de T et 9, ad^ fixe tout point de T. Done M 
est le commutant de T dans G (c'est-a-dire I'ensemble des 7' G G tels que ady fixe tout 
point de T). On salt qu'un tel commutant est un espace de Levi, pourvu qu'il ne soit pas 
vide. Cettc dcrnicrc condition est vcrificc. D'oii (1). Evidemment T est inclus dans Aj^^, 
done A^L -^M- Inversement, un element H E A^;^ apparticnt a Am done aussi k Al. 
Puisque 7 G M, on a aussi 9H = H, done H G Al. Cela prouve (2). Soit P = MpUp 
un espace parabolique tel que L C Mp et adj{P) — P. Puisque adj conserve L et que 
Mp est I'unique composante de Levi de P contenant L, on a aussi adj{Mp) — Mp. Done 
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Mp — Mp^. Alors Aj^p est un sous-espace de Al sur lequel 9 agit trivialement. D'ou 
Aj'^p C A^j^ — A]^. D'ou M C Mp, ce qui equivaut a P e jF{M). La reciproque est 
claire. □ 

On a fixe une paire parabolique minimale (Pq, Mq) et un groupe compact maximal 
K. On a 

(6) si F est archimedien, il existe 70 G Mq{F) tel que ad-yg conserve la composante 
neutre de K. 

Cf. [DM] lemme 1. 

2.2 Definitions combinatoires 

Soit P = MU un espacc parabolique tcl que Mq C M. Pour a G Ap, on note a la 
restriction de a k A^. On note Ap I'ensemble de ces a pour a G Ap. Si on fixe 7 G M, 
I'automorphisme ad-y definit par fonctorialite une permutation de Ap independante de 7, 
que Ton pent noter 9. Alors Ap s'identifie a I'ensemble des orbites dans Ap pour Taction 
du groupe de permutations engendre par 9. Pour a G Ap, on note Wa la restriction de 
Wa a A^. Cette restriction ne depend en effet que de la restriction a de a. Les ensembles 

Ap et {vja] a G Ap} sont des bases de A^^ . 

Soient P = MUp G Q = LUq deux espaces paraboliques tels que Mq C M. On definit 
naturellement le sous-ensemble A^ C Ap. On definit les fonctions r?, f?, 0^, 5? sur 

Aj^ et sur Af^ X Apj en remplacant a par a et zUa par Wa dans les definitions de 1.3. 
On definit aussi la notion de famillc de points {G, M)-orthogonale. Pour une telle famille 

y, on definit la fonction T'^{.,y). Toutes les relations enoncees dans le paragraphe 1.3 
restent valables pour ces nouvelles fonctions. Evidemment, toutes ces fonctions peuvent 
etre considerees comme des fonctions sur ou meme sur Aq, par composition avec la 
projection ortliogonale sur A]^^. 

Soient maintenant Q = LUq C R deux sous-groupes paraboliques tels que Mq C L 
et soit P = MUp un espace parabolique tel que Q <Z P <Z R. Notons dg la fonction 
caracteristique du sous-ensemble des H & Al qui verifient les conditions suivantes : 

< a,H » pour tout a G Aq ; 

< a,H >< pour tout a G Aq — Aq ; 

< Wa, Hpj » pour tout q; G Ap. 

On demontre que cette fonction ne depend pas de P verifiant les conditions ci-dessus, 
cf. [LW] lemme 2.10.3. Soulignons que cette fonction n'est definie que s'il existe au moins 
un P verifiant ces conditions. Pour un sous-groupe parabolique Q — LUq et un espace 
parabolique P tel que Q C P, on a I'egalite 

(1) T^{H)rp{H) = Er;PcR^S{H) pour tout H G Al, 

cf. [LW] lemme 2.10.5. 

2.3 (G, M)-familles 

Les definitions et resultats des paragraphes 1.4 a 1.8 s'adaptent aux espaces tor- 
dus. Pour un espace de Levi M, on definit une notion de (G, M)-famille : c'est une 
famille {(p{A, P)) p^-p^^j^^ 011 A i-> (p{A,P) est une fonction C°° sur iA*^; pour deux 

espaces paraboliques adjacents P et P', les fonctions </7(A, P) et </7(A, P') se recoUent 
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sur le mur separant les chambres positives associees aux deux espaces paraboliques. 
Pour une telle famille, on definit la fonction (^^(A). Pour X e Aq p et pour une fa- 

mille {G, M)-ortliogonale 3^, on definit la fonction ip^{X; A). Ces fonctions verifient les 
memes proprietes que dans le cas non tordu. 

Considerons un Levi L contenu dans M . Soit (v?(A, Q))q^'pi^i) une (G, L)-famille. Pour 
P e V{M), choisissons Q G V{L) tel que Q C P. La restriction de A t-^ Lp{A, Q) a 
ne depend pas du choix de Q. On la note <^(A, P). Alors la famille ((/^(A, P))p^'p(^M) 
une (G, M)-famille. 

2.4 Une construction auxiliaire 

Pour un caractere /x de G{F) et pour 7 G G{F), le caractcrc fi o ad^ ne depend pas 
de 7, on le note fi o 6. On note fi o [1 — 6) le caractere fi{fi o ^^)~^. Dans la suite, on 
considerera un caractere unitaire u de G{F) dont la restriction a Zg[FY est triviale. 
Certains aspects de la theorie se simplifient quand ce caractere est de la forme /xo (1 — 6'). 
Ce n'est pas toujours le cas mais nous allons voir que Ton pent se ramener a ce cas en 
effectuant des extensions. 

Soient (G', G') un couple verifiant les memes hypotheses que notre couple (G, G). Soit 
p : G' -> G un homomorphisme de groupes algebriqucs et p : G' — ?■ G un homomorphisme 
de varietes algebriques (tons deux definis sur F). On dit que est un homomorphisme 
d'espaces tordus si et seulement si on a I'egahte 

p{x'iy') = p{x')p{'y')p{y') 

pour tons 7' e G' et x',y' e G'. 

Proposition. Soit u un caractere unitaire de G{F) dont la restriction a Zg{FY est 
triviale. 11 existe un espace tordu {G',G') verifiant les hypotheses (1) et (2) de 2.1, et 
un homomorphisme d'espaces tordus ip,p) : {G',G') {G,G) verifiant les conditions 
suivantes : 

(i) I'homomorphisme p s'insere dans une suite exacte 

1 ^ G ^ G' 4 G ^ 1 

oil C est un sous-tore central de G' ; 

(a) pour toute extension F' dc F, Vhomomorphisme p : G'{F') — )■ G{F') est surjectif; 

(Hi) il existe un caractere unitaire fi' de G'{F) tel que uj op = fi' o {1 — 9') (en notant 
9' Vanalogue de 9 pour (G', G') ). 

Preuve. On commence par montrer 

(1) il existe (G', G') verifiant (i) et (ii) et tel que le groupe derive de G' soit simplement 
conncxc. 

C'est une simple adaptation de la theorie des ^-extensions. Fixons 7 G G{F), posons 
9 = ad^. Notons Gsc le revetement simplement connexe du groupe derive de G. On salt 
que I'on a un isomorphisme 

(Gsc X ZS)/S ~ G, 

oil S est un sous-goupe abelien fini de Gsc x ^g- L'automorphisme 9 se releve en un 
automorphisme de Gsci done aussi en un automorphisme de Gsc x Zq qui preserve 
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S. On note tons ces automorphismes 9. Fixons une cloture algebrique F de F, posons 

= Gal{F / F). Fixons une extension galoisienne finic F' de F telle que Tpi agisse 
trivialement sur S. Notons S le groupe Homi^^F^) des caracteres algebriques de S et 
Z[S] le Z-module libre de base S. Pour plus de clartc, si ^ G S, on note I'element de base 

de Z[S]. Le module Z[S] est muni d'une action de F^r triviale sur Vp'- Notons A I'ensemble 
des fonctions / : Fi?/\Fi^ — )■ Z[S]. On le munit de Taction galoisienne par translations a 
droite. On note C le tore sur F tel que X^{C) = A, muni de cette action galoisienne. 
Par ailleurs 6 se transporte en une permutation de S, puis en un automorphisme de 
Z[S], puis en un automorphisme de A (par action sur I'espace d'arrivee), enfin en un 
automorphisme 6c de C. II est clair que 6c est defini sur F. On definit deux applications 

H ^ Z[H] ®z 

z[s] ®z F^ ^ a 

La premiere envoie ^ G S sur X^^g^A* ® A*(0- La seconde est deduite de I'application 
Z[S] — >■ A qui axe Z[S] associe la fonction / definie par /(cr) = ax. Notons i : S — >■ 
C la composee des deux applications. EUe est injective, equivariante pour les actions 
galoisiennes et verifie uo 6 — 6c o u. Posons 

G'={GscxZ%xC)/{{i,i{i))-ieE}. 

On a bien la suite exacte 

l^C^G'^G^l. 

La condition (ii) est verifiee parce que C est un tore induit, done H^iVp'^C) = pour 
toute extension F' de F. Enfin, le groupe derive de G' est simplement connexe parce que 
I'homomorphisme naturel Gsc G' est injectif. Le produit des automorphismes 6 de 
Gsc X Zq et 6c de C se descend en un automorphisme 6' de G' . Sa restriction a Zqi est 
d'ordre fini. On introduit une variete G' muni d'un isomorphisme defini sur F de G' sur 
G' . On note g h-> gO' cet isomorphisme. On definit les actions a gauche et a droite de 
G' sur G' par {x,gd,y) xg6'{y)d' . On definit p : G' ^ G par p{gd') = gj. Le couple 
{p,p) est un homomorphisme d'espaces tordus. Cela prouve (1). 
On montre ensuite 

(2) les assertions de la proposition sont verifiees si le groupe derive de G est simple- 
ment connexe. 

On fixe de nouveau 7 G G{F) et on en deduit un automorphisme 6 de G. On introduit 
le tore D — Zq/{Zcsc ^ -^g)- ^ suite exacte 

l^Gsc^G A D ^1, 

d'ou 

1 ^ Gsc{F) ^ G{F) 4 D{F). 

De ^ se deduit un automorphisme encore note 6 de D. Tout caractere de Gsc{F) etant 
trivial, a; se factorise en un caractere du quotient GsciF)\G{F), que Ton peut prolonger 
en un caractere de D{F). On note ujd ce prolongement. Notons et D^'^ les compo- 
santes neutres des sous-groupes de points fixes par 6 dans Zc et D. L 'homomorphisme 
Zq^ D^'^ est surjectif, done d{ZQ^[F)) est d'indice fini dans D^'^[F). Par hypothcse, 
uj est trivial sur ZciF f, a fortiori sur Zq^{F). Done la restriction de a D^'^{F) est 
d'ordre fini. Notons ni I'ordre de ujd, n2 celui de 1' automorphisme ^ de D et posons 
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N = 711712. Si = 1, on a D = puis a; = 1. On prend G' ^ G, G' ^ G et c'est 
termine. Supposons N > 1. Posons 

i=i,...,Ar 

C'est un tore isomorphe a D^~^. Posons G' — G x C. L'extension 

l^C^G'^G^l 
verifie les conditions (i) et (ii). Definissons un automorphisme 9' de G' par 
9'{g,xi, ...,xn) = {9{g),d{g)xN,xi,...,XN-2,dod{g~'^)xN-i)- 
On verifie que 

{e')''{g,x,,...,XN)^{e''{g),x,,...,XM). 

II en resulte que la restriction de 9' a Zq' est d'ordre fini. On definit I'espace tordu G' et 
I'application p comme dans la preuve de (1). Definissons un caractere /x' de G'{F) par 

lj!{g,xi,...,XN) ^ n n ^D^^O^ixi). 

i=l,...,N-lj=0,...,i-l 

On calcule 

li' o(l-9')(g,xi,...,XN) ^ujo^ixix^^digy^) JJ JJ u]^^ o 9^ (xiX~\) 

i=2,...,N-lj=0,...,i-l 

^UDod{g)uJn{xi'x^)( J] H ^do9^{xA( J] U o 9^ {x;') 

\i=2,...,N-lj=0,...,i-l / \i=l,...,N-2j=0,...,i 

^uj{g)ujD(xN){ Y]. i^Do9\xi)\ Y\ o9^{xn-i)- 

\i=l,...,N-2 J j=0,...,N-2 

On utilise la relation 

^N= n ^^(^«^') 

i=l,...,N-l 

et on obtient 

H' o{l-9'){g,xi,...,XN) ^uj{g) u^'^ o 9^ (xn-i)- 

j=0,...,N-l 

L'application x i-^ Ylj=o ni-\ ^^(^) envoie dans D^'°, done -D(F) dans D^'°{F). Done, 
pour tout a; e D{F), Y\.j=o n-i ^^{x) est la puissance 7ii-ieme d'un element de D^'^{F). 
II en resulte que 

H ujdo9^{x) = 1 

j=0,...,N-l 

pour tout X e D{F). L'egalite ci-dessus devient 

^i' o {1 -9'){g,xi,...,XN) =oj{g), 

comme on le voulait. Cela prouve (2). 

Dans le cas general, on commence par construire un couple verifiant (1). On afFecte 
les objets relatifs a ce couple d'un indice 1 : G'l, G^, Pi, Pi- On applique (2) a ce couple 
et au caractere oj opi. On obtient des objets G", G", et des applications p2 : G' — > G'^, 
P2 : G' — 7> G'l- On pose p = pi o P2, p = pi ° P2 ct on note C I'image reciproque dc Gi 
dans G'. II est clair que les objets G', G', G, p et p verifient les conditions de I'enonce. □ 
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2.5 Representations 

Soit uj un caractere unitaire de G{F). On suppose que sa restriction a Zg(F)^ 
est triviale. On appelle a;-representation lisse de G{F) un couple (tt, tt), oii tt est une 
representation lisse de G{F) dans un espace 14 et tt est une application de G{F) dans 
le groupe des automorphismes de I4 telle que Tt{gjg') — Tr{g)'jt{'y)Tr{g')uj{g') pour tous 
g,g'eG{F)et^eG{F). 

Remarque. Dans le cas 011 F est archimedien, il faudrait distinguer, comme on I'a 
dit en 1.9, I'espace de la representation et son sous-espace des vecteurs X-finis. 

En pratique, on parlera plutot de la a;-representation tt, en occultant la representation 
TT sous-jacente. Pour une a;-representation lisse tt et pour z e C^, on definit zf par 
(^7r)(7) = ZTt{j). 

Variante. On dira que tt est unitaire s'il cxistc un produit hermitien defini positif 
sur Vt, tel que 7r(7) soit un operateur unitaire pour tout 7 G G{F). Notons U le groupe 
des nombres complexes de module 1. Pour une a;- representation lisse unitaire tt et pour 
z ^U, zit est encore unitaire. 

On dit que tt est admissible si et sculcmcnt si tt I'est. On dit que n est temperee si 
et seulemcnt si tt est unitaire et tt est temperee. Nos hypotheses que u unitaire et que 
I'automorphisme 9 de Ac est d'ordre fini impliquent que tt est de longueur finie si et 
seulement si tt Test. II y a une notion naturelle d'irreductibilite et une notion plus fine 
de G-irreductibilite : tt est G-irreductible si et seulement si tt est irreductible. Notons 
Irr{G{F); 9,uj) I'ensemble des classes de representations lisses irrcductiblcs tt de G{F) 
telles que w §>> vr ^ tt o 011 tt o est la classe de tt o ad^ pour un quclconque 7 G G{F). 
L 'application tt 1-^ tt est une surjcction de I'ensemble des a;- representations lisses G- 
irreductibles de G{F) sur Irr{G{F); 9,uj). Les fibres sont isomorphes a C^. 

La mesure de Haar fixee sur G{F) determine une mesure sur G{F). Pour / G 
C~(G(F)), on definit I'operateur 




Supposons TT admissible. Alors la trace de cct operateur est bien definie. A tt est associe 
son caractere, qui est la distribution sur C^{G{F)) definie par 

^g(^'/) = trace{TT{f)). 
Si G G{F) et si Ton note ^/ la fonction definie par ^/(7) = f{g~^'^g)-, on a 

On note Dspec{G{F)]U}) I'espace de distributions engendre par les caracteres de a;-representations 
admissibles de longueur finie. II est evidemment engendre par les caracteres de ^-representations 
irreductibles. Une ^-representation irreductible a un caractere non mil si ct seulement 
si elle est G-irreductible, cf. [L] proposition A. 4.1. Tout element tt G Irr(G{F)\9 ,u) 
determine une droite D^^ dans Dspec{G{F);u!), a savoir la droite portee par le caractere 
de TT, oil TT est un prolongement quelconque de tt en une representation de G{F). On a 

(1) D,pec{G{Fy,u;) = 
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cf. [L] proposition A. 4.1 dans le cas non archimedien ; la preuve est similaire dans le cas 
archimedien ; 

(2) I'espace Dspec{G{F); oj) est forme de distributions localement integrables sur G{F) 
et lisses sur les elements fortement reguliers. 

Preuve. Notons 1 le caractere trivial de G{F). Si a? = 1, I'assertion est due a Bouaziz 
dans le cas archimedien ([B] theoreme 2.1.1) et a Clozel dans le cas non-archimedien 
([C]). Supposons qu'il existe un caractere unitaire /i de G{F) tel que u = o {1 — 0) 
(cf. 2.4). Soit TT une cj-representation de G{F) de representation sous-jacente vr. Posons 
TTi = 7r®/x. Fixons 70 € G{F) et definissons tti par 7ri(5'7o) = A*(5')7^(5'7o)- On verifie que 
TTi est une 1-representation de G{F), de representation sous-jacente tti. Son caractere est 
localement integrable, done associe a une fonction localement integrable 7 i-> ©(7fi,7) 
sur G{F). Le caractere de tt est alors associe a la fonction g^o 1— )■ fj,{g)~^Q{7ii, g'jo), qui 
est elle-aussi localement integrable. Dans le cas general, on introduit des objets G', G', 
G, p, p verifiant la proposition 2.4. On pose tt' = tt o p, tt' = tt o p, cu' = a; o p. Le 
terme n' est une ^'-representation de G'{F). L'hypothese du cas precedent est verifiee : 
u' est de la forme ji' o{l — 0'). Done le caractere de tt' est localement integrable, associe 
a une fonction localement integrable 7' 1— > ©(7r',7') sur G'{F). Le caractere central de 
la representation tt' est trivial sur G{F) par construction. II en resulte que la fonction 
ci-dessus est invariante par translations (a droite ou a gauche) par C{F). II existe done 
une fonction 7 i->- 0(7f,7) sur G{F) telle que Ton ait I'egalite 6(7r',7') = 0(7r,p(7')) 
pour tout 7' e G'{F). On verifie aisement que cette fonction est elle-aussi localement 
integrable et que sa distribution associee est le caractere dc tt. □ 

Soit M un espace de Levi de G tel que Mq C M et soit 5" une w-representation 
lisse de M{F). Pour P G V{M), on definit I'induite habituelle Indp{a). On definit une 
representation tt = Ind^{a) de G{F) dans I'espace de cette induite par la formule 

(3) (vr(7)/)(^) = u;{g')Sp{^r^'a{^')n9r 

ou : 

- on a ecrit gj = j'g', avec 7' e M{F) ; 

- 5p(7') est la valeur absolue du determinant de Paction de ady dans I'algebre de Lie 
du radical unipotent de P. 

Remcirque. II pent arriver que a soit M-irreductible mais que Ind^{a) ait un ca- 
ractere nul. Cela sc produit quand Indp{a) n'est pas irreductible et que Faction de G{F) 
permute sans point fixe ses composantes irreductibles. Donnons un exemple. Supposons 
F non-archimedien et G = SL2, prenons pour M le tore diagonal et pour P le Bo- 
rel superieur. Soient % un caractere quadratique non trivial de et D e tel que 
x{D) — —1. Supposons G — {x E GL2, det{x) — D}. Prenons pour a le caractere 

(0 ^ ''^''^ 

de M{F) et pour a la representation 

(0 

de M{F). On verifie que le caractere de Ind^{a) coincide avec la restriction a G{F) du 
caractere de la representation tt de GL2{F) induite du caractere % x 1 du tore diagonal. Or 
TT ~ {x°det)TT, done le caractere de tt est nul sur les elements de GL2{F) de determinant 
D. 
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2.6 Torsion par un caractere 

Notons G{Fy le noyau de rhomomorphisme Hq. II est invariant par adj pour tout 
7 e G{F). Posons Aqp = G{Fy\G{F) = G{F)/G{Fy et notons : G'(F) ^ ^^5^ 
la projection naturelle. L'ensemble Aq p est un espace principal homogene sous Faction 
de Aq p (les actions a gauche et a droite coincident). On pose Aq — Aq '^a^ j, ^g,f- 
C'est un espace affine sous Aq. Par abus de notation, on note A*^ I'espace des fonctions 
affines sur Aq, c'est-a-dire les fonctions 

X: Aq ^ R 

H ^ <X,H> 

telles qu'il existe A e A*^ de sorte que < X,H + H >—< X, H > + < X, H > pour tout 
H e Aq et H E Aq. On definit de fagon evidente le complexifie A*^ ^ et son sous-espace 
imaginaire iA*^. On note A'g ^ le sous-groupe des A e A*^ tels que X{Aq p) C 27rZ. On 
pose iA% „ = (iA%)/(iA^ „). On a des suites exactes 

Q^m.^ A*Q^ A*Q^Q, 

«/27riZ ^iA*^p^ iA*^ p ^ 0- 

Le choix d'un point-base 7 G G{F) scinde ses suites : on identifie par exemple A*^ au sous- 
espace des fonctions affines qui valcnt au point Hq{'-)). Pour A G A*^ (ou A G iA*^^), 
on note sans plus dc commentaire A son image dans A*^ (ou iA*^^). 

Soit TT unc ^-representation lisse de G{F). Pour A G A*^^, on definit la representation 

TT^ par '7f^(7) = e^'^'^<5^''')-^7r(7). Sa representation sous-jacente de G{F) est n\. Evidem- 
ment, Tfj^ ne depend que de I'image de A dans ^^^Z fi'F" R-^marquons que : 

(1) si TT est irreductible, le stabilisateur de tt dans iA*^ p s'identifie au stabilisateur 
Stab{iA*^ p, tt) de tt dans iA*^ ^. 

Preuve. II est clair que le premier groupe se projette injectivement dans le second. 
Inversement, soit A G Stab{iA^ p, tt) et fixons arbitrairement A G iA*^ ^ au-dessus de A. 
Alors TTj^ est isomorphe a unc representation prolongeant tt, done a zn pour un certain 
z G C^. On en deduit tt^^ ~ 2;"7f pour tout n G N. On choisit n tel que nX = dans 
iA*^ p. Alors nX G i'R/27riZ et tt^^ = e^^n, done = e^^ et z est de module 1. En 

ecrivant 2; = e^, avec a; G iM/27riZ, I'element A — a; appartient au stabilisateur de tt. □ 

On devra considerer des fonctions a valeurs complexes </? definies sur Aq^q, resp. 
iA% „. La plupart verifieront la condition 

(2) pour tout z d A~,^ei tout A G ip{z + X) = e^'ipiX) 

resp. une condition similaire. Modulo le choix d'un point-base permettant de scinder les 
suites exactes ci-dessus, une telle fonction s'identifie a une fonction sur A*q ^, resp. iA^ p. 

Une fonction (p : iA*^ ^ — >■ C est dite de Paley- Wiener si et seulement s'il existe une 

fonction b : Aq ^ — > C, lisse et a support compact, de sorte que 

ifiCX) = f 6(X)e<^'^> dX. 
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II revient au meme de demander que </? verifie (2) et que la fonction sur iA^ ^ deduite 
de (p comme ci-dessus soit de Paley- Wiener. 

2.7 Caracteres ponderes 

Soit M un espace de Levi de G tel que Mq C M. Soit n une ^-representation ad- 
missible et de longueur finie de M[F). Fixons P G V{M), introduisons la representation 
Indpln), que Ton realise dans I'espace K-,p. Supposons dans un premier temps que it est 
en position generale, en ce sens que les operateurs d'entrelacement intervenant ci-dessous 
sont bien definis. Pour Q G V{M), I'operateur Jp|Q(7r) jQ|p(7r) est un automorphisme de 
V^_p. Notons /XQ|p(7r) son inverse. Pour A G iA*^^, posons 

M{7r;A,Q) = ^Q|p(7r)"VQ|p(7rA/2)^Q|p(7r)"VQ|p(7rA). 

On souligne la presence d'un indice A/2 dans cette formule. La famille {A4{n; A, Q))q^p(^m- 

est une (G, M)-famille a valeurs operateurs. On en deduit un operateur A4^(7r;A). On 

pose A^^^(7r) = A^^^(7r; 0). Si F est archimedicn, notons C^{G{F), K) le sous-espace des 

elements de C'^{G{F)) qui sont K-fmis a droite et a gauche. Pour unifier les notations, 
posons G^{G{F), K) = G^{G{F)) dans le cas oii F est non-archimedien. Le caractere 
pondere de tt est la distribution sur G^{G{F), K) definie par 

4(7r, /) = trace{M%{'K)Ind%%, /)). 

On a choisi un parabolique P, mais on verifie que cette trace ne depend pas de ce choix. 

Remcirque. On verra en 5.4 que cette definition s'etend a tout C^{G{F)) au moins 
si TT est temperee. 

Levons I'hypotliese que tt est en position generale. Pour tt quelconque et pour A G 
M c ®^ position generale pour A hors d'un sous-ensemble ferme de mesure nuUe. 

On pent done definir I'operateur A4^{nx) et la distribution / i->- J^{Tfj^, f) pour A dans 
un ouvert dense. 11 est clair que ces termes verifient la condition (2) de 2.6 et s'etendent 
en des fonctions meromorplies de A definies pour tout A. Si ces fonctions sont regulieres 
en A = 0, on definit A4^(7r) et -/^(tt, /) comme leurs valeurs en ce point A = 0. 

Proposition. Si n est unitaire, les fonctions ci-dessus sont regulieres en X — 0. 

Cf. [A4] proposition 2.3. Arthur traite le cas d'une representation irreductible d'un 
groupe connexe mais sa preuve s'etend a notre situation. 

Remarquons que, dans notre construction, on n'a pas impose a tt d'etre irreductible. 
On verifie que I'operateur A^^(7r) depend fonctoriellement de tt, pourvu qu'il soit defini, 
et que, si Ton a une suite exacte 

1 ^ 7fi ^ 7f2 ^ 7f3 ^ 1, 

on a I'egahte 

(1) 4(7f2,/) = 4(7ri,/) + 4(773,/), 

pourvu que tous les termes soient definis. 
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On a : 

(2) supposons que n soit irreductible mais pas M-irreductible ; alors J^{iT,f) — 
pourvu que ce terme soit defini. 

Preuve. Puisque tt^ verifie les memes hypotheses que tt, il suffit de considerer le 
cas ou TT est en position generale. La decomposition de tt en composantes irreductibles 
pour M{F) induit une decomposition de Ind${7r). L'operateur M.%{7^) preserve chaque 

composante tandis que Ind^{Tt, f) les permute sans point fixe. □ 
Plus generalement, 

(3) supposons que le caractere de tt soit nul ; alors J^{t^, /) = pourvu que ce terme 
soit defini. 

Preuve. On pent encore supposer tt en position generale. Grace a (1), on pent sup- 
poser que TT est somme d' irreductibles. On pent supprimer les irreductibles non M- 

irreductibles : cela ne modifie pas I'hypothese puisque leur caractere est nul, ni la conclu- 
sion d'apres (2). Notons pi,...,pk les differentes representations irreductibles de M{F) 
intervenant dans tt. Pour chaque p^, fixons un prolongement pi de pi a M{F). Alors on 
a une egalite 

TT = ®i=l,...,fe ®j=l,...,li ZijPi, 

pour des families {zij)j=i^,,,^i^ de nombres complexes. On a alors 

D'apres 2.5(1), I'hypothese implique que X]j=i i - — POur tout i. D'oii la conclusion. 

Remarque. Lc tcrmc ^^(5^, /) depend de la mesure sur G{F) (necessaire pour definir 

Ind^^a, f)) et de la mesure sur (necessaire pour definir le terme M.^{a)). II ne 
depend d'aucune autre mesure. 

2.8 i?-groupes tordus 

Solent M un Levi semi-standard de G et cr une representation irreductible et de 
la serie discrete de M{F). On note J\f^{a) I'ensemble des couples (A, 7) oil A est un 
automorphismc unitaire de et 7 G NormQ^p^{M) (c'est-a-dire 7 e G{F) et ad^{M) — 
M) qui verifient la condition 

(7{ad^{x)) o A — ui{x)A o (t{x) 

pour tout X e M{F). Le groupe J\f'^{a) agit a gauche et a droite sur M'^{(t) par 

N^{a)xM^{a)xM°{a) ^ M^{a) 
{{A', n'), {A, 7), {A", n")) ^ {A'AA"uj{n"),n'jn"). 

L'enscmblc A/''^((t) pent etre vide. Supposons qu'il ne I'est pas. C'cst alors un espace 
principal homogene sous A/'*^(cr), pour I'une ou I'autre des deux actions. 

Soit P e V{M), posons tt = Indp{a). On definit une apphcation Vp de N'^{a) dans 
le groupe des operateurs unitaires de de la fagon suivante. Soit {A, 7) e M'^{a). Alors 
Vp(A, 7) est la composee des operateurs suivants : 
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- I'operateur e ^ Ao e deV^ dans T4i, o\i tti = Indp{uj~^{a o ad^)) ; 

- I'operateur uj de 14i dans Vj^^j 7^2 — Indp{a o ad^), qui a e e K-^, associe la 
fonction g i— > u{g)e{g) ; 

- I'operateur e 9p(7)"^/^e o ad^^ de 14-2 dans K-/, ou tt' = Ind'^^^p-^^a) et dp{'y) est 
le jacobien de Tapplication ad^ : Up{F) — )■ Uad^{p){F) ; 

- I'operateur -Rp|a<i-^(P) (cr) : ^ K-- 
On vcrific Ics relations 

(1) 7r{ad^{g)) o Vp(A,7) = a;(5()Vp(A, 7) o 7T{g) pour tout 51 G G'(F) ; 

(2) 7r(n')rp(A', n')Vp{A, -f)rp{A", n")7T{n")uj{n") = V p{A'AA"uj{n"),n'jn") pour 
tons (A',n'), (A",n") e X^{a) et (A, 7) e Ar^(a). 

II s'en deduit que si {A' ,n'){A,'y) = {A,'y)(A" ,n"), on a I'egalite 

(3) rp{A',n')Vp{A,^) = V p{An)rp{A" ,n"). 

On verifie directement que les orbites dans M'~^{a) pour Paction du sous-groupe 
M(F) C M^iya) sont les memes, que I'on considcre Paction a gauche ou Paction a 
droite. Notons >V'^((t) I'ensemble de ces orbites. Grace a (3), les orbites dans W'^(cr) 
pour Paction de IVff (cr) sont les memes, que I'on considere Paction a gauche ou Pac- 
tion a droite. Notons Tidier) I'ensemble de ces orbites. L'ensemble 'RP{o-) est un espace 
principal homogene sous Paction a droite ou a gauche de VP{a). Posons 

W^{a) = {7 G G{F)- ad^{M) = M, a o ac^^ ~ a ® u}/M{F), 

et R^{(t) = W^{a)/WQ{a). On a una application surjective 

n^{cr) ^ R^{(7) 

dont les fibres sont isomorphes a U. 
Soit A e iA% L'apphcation 

(A 7) ^ (yle<^'^G(7)>,^) 

est bijective. II s'en deduit une bijection Tl'^{cr) ~ 7iP{a\) compatible avec I'identite 
R^{a) = R^{ax). Ces bijections sont aussi compatibles avec les isomorphismes N^{a) ~ 
N^{(J,) et n^{a) - n^iax). 

Soit g G G{F) tel que M' = gMg"^ soit semi-standard. Posons a' = ga = a o ad~^. 
On definit une application 

(A 7) ^ iAojig),g^g-'). 

Elle est bijective et se quotientc en des bijections TlP{a) ~ Tl^{(j'), R^{a) ^ R^{a'). On 
note toutes ces applications adg. Ce sont ces applications qui servent a definir les notions 
de conjugaison par G{F) utilisees dans la suite. Par exemple, pour r G TZ^{a), on dit 
que les triplets {M,a,f) et {M' , a' , adg{f)) sont conjugues. 

Appelons representation de TZ'^{a) un couple {p,p), ou p est une representation (di- 
sons unitaire et de dimension finie) de TiP{a) et p est un homomorphisme de TZ'^{a) dans 
le groupe des automorphismes de Vp verifiant la condition 

p(r')p(f )p(r") = p{v'rv") 
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pour tous r',r" e TZ'^{a), f e TZ^{a). On dit que p est 7?.^((T)-irreductible si p est 

irreductible. Le groupc U agit par multiplication sur ces representations. Par ailleurs, tout 
element r G TZ^{a) determine un automorphismc Of de TZ^{a) par I'egalitc fr = 9f{v)f. 
Notons 6ti sa classe modulo automorphismes interieurs, qui ne depend pas du choix de f. 
Alors les orbites de U dans l'ensemble des classes de representations 7^'^((T)-irreductibles 
de TZ'^icr) sont en bijection avec l'ensemble Irr{TZ'^{a); On) des representations irreductibles 
p dc VP{a) telles que p oO-ji — P- 

Considcrons la decomposition 1.11(2) de I'espace Vj^. Soit p G Irr{TZ^{a)). La relation 
(3) impliquc que, pour (A, 7) G M^{a), Vp(v4, 7) cnvoie la composante p-isotypique p^Tip 
sur la composante isotypique {poO'n)®T^poe.j^- La relation (1) entraine alors que Upoo^oO ~ 
uJTTp. En particulier, TTp ~ ouTTp si et seulement si p G Irr{TZ'^{a), 9-n)- Supposons cette 
relation verifiee et choisissons une representation p de TZ'^{a) prolongeant p. Alors il 
existe une unique representation TTp de G{F) prolongeant vr^ de sorte que, pour tout 
{A,j) G Af^i^cr), la restriction de ^p{A,j) k p <S> 'Kp soit egale a p{f) <S> T^pil), ou f est 
I'image de (A, 7) dans TZ^{a). 

Ainsi, a un triplet (M, a, p), ou M est un Levi semi-standard, a est une representation 
irreductible de la serie discrete de M{F) telle que Af'^{a) 7^ et p G Irr{7l^{a)]9'ji)-, 
on a associe une representation G- irreductible et temperee Tip de G{F), uniquement 
dcfinic a multiplication pres par U. Comme en 1.11, on voit que cette corrcspondance ne 
depend pas du sous-groupe parabolique P choisi. Sur l'ensemble des triplets (M, a, p), on 
definit de fagon evidente la relation de conjugaison par G{F). La construction ci-dessus se 
quotiente en une bijection entre l'ensemble des classes de conjugaison par G{F) de triplets 
(M, cr, p) et l'ensemble des orbites de U dans l'ensemble des classes d'isomorphisme de 
representations G- irreductibles et temperees de G{F). 

2.9 L'ensemble E{G, cj) 

Soient M et a comme dans le paragraphe precedent. On suppose Af^^a) ^ 0. On fixe 
P G V{M) et on note tt = Ind${a). Soit (A, 7) G AA^(cr). Grace a 2.7(1), on pent definir 
une cj-representation tt de G{F) par la formule 

7f(^7) = 7r(y)Vp(A,7) 

pour tout g G G{F). Notons que cette representation n'est pas irreductible en general. 
La relation 2.7(2) montre que n ne depend que de I'image r de (^,7) dans VP{a). EUe 
ne depend done que du triplet r = (M, cr, f) et on pent la notcr tTt-. On voit aussi que sa 
classe ne depend pas de P. On verifie que la classe de tt^ ne depend que de la classe de 
conjugaison par G{F) du triplet r (cf. 2.8 pour cette notion de conjugaison). II est tout 
aussi clair que la correspondance est equivariante pour les actions de U : pour 2; G U, la 
representation correspondant a (M, cr, zf) est ztXt. Le groupe TiP{a) agissant a gauche et 
a droite sur TZ^{a), il agit aussi par conjugaison. Pour r G 7iP{a), il peut exister 2; G U, 
z 7^ 1, tel que zf soit conjugue a f. Dans ce cas, 2;7f ^ tt done le caractcrc dc fr est nul. 
On dit que le triplet (M, ci, f) est essentiel si la classe de conjugaison de f par TZ'-^{a) 
ne coupe Uf qu'en le point f. On note £{G,U!) l'ensemble des triplets (M, cr, r) qui sont 
essentiels. 

Soit T = (M, cr, f) un triplet comme ci-dessus et soit A G iA*^ p. A I'aide de A, on a 
defini en 2.8 un isomorphisme Tl'^{cr) ~ TZ^{a\). En identifiant ces deux ensembles, le 
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triplet = (M, f) verifie encore les conditions requises. On verifie que r est essentiel 

si et seulement si I'est et qu'on a I'cgalitc tt,-- = {tIt)x- 

On note E{G,uj) I'cnscmblc dcs triplets (M, o", f), ou (M, o") est comme ci-dessus, 
f G R^{o-) et il existe f G TZ^{a) relevant f de sorte que le triplet (M, o", f ) soit essentiel. 
Autrement dit, E{G,uj) est le quotient de S{G,u) par Faction naturelle de U. On note 
E{G,uj)/conj I'ensemble des classes de conjugaison par G{F) dans I'ensemble E{G,u)). 
Pour T e £{G,u), I'espace porte par le caractere de tTt, c'est-a-dire {0} si ce caractere 
est nul et une droite sinon, ne depend que de I'image r de r dans E{G,u). On le 
note Dt-. 11 ne depend aussi que de la classe de conjugaison de r. On a defini I'espace 
Dspec{G{F);u!) en 2.5. On note Dtem,p{G{F)]U}) le sous-espace engendre par les caracteres 
de cu-representations temperees. 

Proposition, (i) Pour tout r G £{G,U!), le caractere de tTt est non nul. 

(n) On a VcgaUte 

F>tempiG{F);u) = ®reE{G,oj)/conjDT- 

Preuve. Pour tout couple (M, o") comme en 2.8 et pour tout p G Irr{Tl'~^{(T),6'ji), on 
fixe une extension p de p a TlP{a). Pour tout f G R^{a), on fixe aussi un relcvement 
f G VP{a). Pour tout triplet /3 = {M,a,p) comme en 2.8, on pose tt^ = Tip et, pour 
tout T = {M,a,f) G E{G,u), on pose tTt — tTt, oii t = (M, cr, f). On a decrit les u- 
representations temperees et G-irrcductibles en 2.8, a I'aide de triplets /3 = {M,a,p). 
L'espace DtempiG{F);uj) est somme directe des Dj^^ quand /3 decrit les classes de conju- 
gaison de triplets /3. 11 nous suffit de prouver I'assertion suivante. Fixons un couple 
(M, cr). Notons (Tj)i=i^.„^„ les differents elements de E{G, uj) de la forme (M, a, fj) et no- 
tons {/3j)j=i^,„^m les differents triplets comme ci-dessus de la forme {M,a,pj). Notons X 
la matrice colonne a n lignes dont les coefficients sont les caracteres trace{7ir,) des tt^^ et 
notons Y la matrice colonne a m lignes dont les coefficients sont les caracteres traceiirp.) 
des TT^^. Alors 

(1) il existe une matrice a coefficients complexes M telle que X — MY et M est 
inversible. 

Soit (Aj,7j) G A/'*^(cr) se projetant sur f,. On a vu en 2.8 que I'operateur Vp(Aj,7j) 
se restreint a une composante pj ® vr^^. en I'operateur Pj{fi) ® T^Pjil) et qu'il permute 
sans point fixe les composantes p® TTp pour p ^ Irr{7l'-^{a),9Ti). II resulte alors de la 
definition de tTt-. que Ton a I'egalite 

trace{Trri) — trace{pj{fi))trace{Tt/3.). 

j=l,...,m 

Autrement dit, la matrice M — {trace{pj{fi)))i=i^,,,^n;j=i,...,m verifie X — MY. On va 
montrer que M est inversible. Le groupe TZ^{a) est une extension de R^{(j) par U. Le 
groupe R'^{a) ctant fini, I'extension provient d'une extension par un sous-groupe fini 
Z gV. Substituons ce groupe Z kV dans toutes les constructions. Fixons f G 7lP{a). 
On en deduit un automorphisme Or de 'Rp{a). Fixons un entier > 2 tel que I'ordre de 
Of divise N . Introduisons le produit semi- direct H = 'RP{(t) x {Z/NZ) ou k e Z/NZ agit 
par {9f)'^. On identifie TZ^ia) a la composante Tidier) x {1} en envoyant rf sur (r, 1), 
pour tout r G TZ^{a). On est ramene a un probleme concernant les representations 
irreductibles du groupe fini H. Sa solution est bien connue, indiquons simplement le 
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resultat. Pour tout f e EP{a), notons Stah{EP{a),f) le stabilisateur de f dans BP{(t) 
(agissant par conjugaison dans R'^{a)). Introduisons la matrice 

M' = (|5ta6(i?^(a),f,)|-4race(p,(n)))i=i,...,„;,=i,...,^. 

Alors la transposee de M' est I'inverse de M. □ 

Le groupe i-A*^ p agit naturellement sur E(G,uj) : pour A G ^-^^^ ct pour r = 
(M, (T, f), on pose = {M,ax,r). Ainsi, on dispose d'unc action de W'~^ x iA*^ ^ sur 
E{G,u). Pour r G E{G,oo), on note S'ta6(14^'^ x ■i^*j,p,r) son stabilisateur dans W'^ x 
ivA'i, „. C'est un groupe fini qui contient le stabilisateur Stab(iA% „, cr) de a dans i^"!^ „. 

II contient aussi le groupe W^*^ comme sous-groupe distingue et son quotient Stab{W'-^ x 
i^^p,r)/iy^ contient VFo'^(cr) comme sous-groupe distingue. On pose 

Remarquons que Stab(W^'^ x iA*^p,Tx) = Stab(Vl^'^ x iA*^p,r) pour A G iA*^ ^ et que 
|Stab(W^*^ X iA*jp,T)\ ne depend que de I'image de r dans E{G,u)/conj . 

Remarque. Le groupe Stab{W'^ x iA*=, , r) pent ctrc plus gros que le produit des 
stabilisateurs de r dans chacun des groupes et iA% „ : on pent avoir une relation 
wa a\'^ a. 

2.10 Triplets et induction 

Soit L un espace de Levi de G contenant Mq, soit M un Levi semi-standard de 
L et soit a une representation irreductible et de la serie discrete de M{F). Le groupe 
M^{a) est contenu dans M^{(y) et I'enscmble Af^{a) est contenu dans I'ensemble N'^{a). 
Fixons Q G P(L) et P G vIm) tel que P C Q. Posons H = Ind${a), tt = Ind^^^la). 
On salt que Indqiii) ~ H. Dans les modeles naturels, I'isomorphisme envoie une fonction 
e du premier espace sur la fonction g i-)- (e(5i))(l). Soit {A,n) G J\f^{a). On dispose de 
I'entrclaccmcnt rpp^(A,n) de vr et de I'cntrclaccmcnt rp(A, n) de IT. On a 

(1) rp{A,n) s'idcntifie a I'operateur deduit par fonctorialite de rpp^(A, n). 

C'est un simple calcul utilisant le fait que I'operateur Rp\adn{P){^) deduit par 
fonctorialite de Rp\ad^(p){(j) ■ 

Puisque Wo^((t) est par definition le noyau de {A,n) ^ rp{A,n) dans N^{a)/M{F) 
et de meme pour W^{a) , on deduit de (1) que W^{a) = W^{a) D {J\f^{a)/M{F)). 
Alors, d'apres les definitions, les plongements Af^{<T) — )■ M^i^cr) ct Af^{a) J\f'^{a) se 
quotientent en des plongements TZ^{a) — )> TZ^{a) et TZ^{(t) 71'-^ {a). Evidcmment, on 
a aussi des plongements R^{(j) — )■ R^{cr) et R^{(y) — )■ R^{a). Supposons TZ^{a) ^ 0. 

Remarque. Cette hypothese entraine que la restriction de cj a Z^^FY est triviale. 

Soit r G TZ^{a), posons r = {M,a,f). On pent considerer ce triplet relativement 
a chacun des espaces ambiants L ou G. Remarquons que la notion de triplet essentiel 
depend de I'espace ambiant. Si le triplet est essentiel relativement a G, il Test relativement 
a L, mais la reciproque semble fausse en general (je dis semble car je n'ai pas d'exemple). 
Notons qu'associer une cj-representation a un triplet ne necessite pas que le triplet soit 
essentiel (s'il ne Test pas, le caractere de cette representation est nul). Ainsi, on associe 
a T une representation n-r de L{F), resp. ITt- de G{F). 
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Lemme. La representation IIt est isomorphe a Vinduite Ind%{Ttr)- 

Preuve. Fixons {A,^) e M'^{a) se projetant sur r. On construit les representations 
IIt- ct tTt- a I'aidc dc ccs elements commc cn 2.8. Lcurs representations sous-jaccntcs de 
G{F) sont respectivcmcnt 11 et tt. Comme on I'a dit ci-dcssus, 11 ^ IndQ^n). L'action de 

7 sur Ind%{'itr) se deduit de Vp(A,7) par la formule 2.5(3). 11 suffit de verifier que, par 

I'isomorphisme precedent, cette action coincide avec 11^(7) = Vp(A,7). Comme pour 

(1) , c'est un simple calcul reposant sur le fait que I'operateur Rp\ad-y{P){cr) se deduit par 
fonctorialite de -Rp|a(i^(p)(c)- CH 

2.11 Les ensembles EdisciG^uS) et Eeii{G,uj) 

Solent M un Levi semi-standard de G et cr une representation irreductible et de la 
serie discrete de M{F). Un element w e W^{a) agit naturellement sur Am- Notons 
A^ le sous-espace des points fixes par cette action. II contient Aq. On note W^g{a) 
I'ensemble des w e W^{a) tels que A% = Ag- Rappelons que R^{cr) = W^{a)\W^{a), 
en particulier R^{a) = W^{a) si W^{a) = {1}. 

Lemme. Soit f e R'^{a). Les conditions suivantes sont equivalentes : 

(a) il n'existe pas d'espace de Levi L tel que M C L C G et r e R^{a) ; 

(b) W,^{a)^{l} etfeW,%{a). 

Preuve. Fixons w G W^{a) d'image f. Pour un cspace de Levi L tel que M G L C G, 
I'image de R^{a) dans R^{a) est H/o^((7)\(H/o^((7)H^^(c7)). La condition (a) equivaut 
done a 

(1) pour tout w' G WQ{a), il n'cxiste pas dc L comme ci-dessus tel que w'w G W^{a). 
D'apres 2.1(4), la condition w'w G W^{a) equivaut k Ag C A^"^. Done (1) est 

equivalent a 

(2) pour tout w' G W^{a), w'w G W^^g{a). 

Si W^{a) = {1}, (2) est equivalente a (b). Si W^i^a) 7^ {1}, (b) n'est pas verifiee et 
on doit prouver que (2) ne Test pas non plus. Comme on I'a dit en 1.11, WQ{a) est le 
groupe de Weyl d'un systeme de racines inclus dans I'ensemble des racines de Am dans 
G. II resulte des definitions que Taction de w conserve ce systeme de racines. Fixons une 
base de ce systeme. On pent alors trouver w' G Wo'((t) tel que w'w conserve cette base 
(en permutant ses elements). La somme des coracines associees aux elements de cette 
base est alors un element de A^^ qui n'appartient pas a Aq. Done w'w ^ VV^^g{a) et 

(2) n'est pas verifiee. □ 

Soit w G W'^{a). Comme on vient de le dire. Taction de w conserve I'ensemble de 
racines associe a W^la), cf.1.11. En fixant un sous-ensemble positif, on pose e^{w) = 
(^^iyi(w)^ on n(u;) est le nombre de racines positives a telles que w(a) soit negative. Ce 
signc ne depend pas de I'ensemble positif choisi. Soit r = (M, a, f) G E{G, uj). On choisit 
w G >V*^((t) se projetant sur f et on pose 

w'ew^{<j)wnwgg{<j) 
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On dit que le triplet r e E{G,oj) est discret si W^{a)w n W^^g{a) ^ 0. On dit 
que r est elliptiquc s'il est discret et de plus W^{a") = {1}. On note EdisciG. uj), rcsp. 
Ef,ii{G,u), I'ensemble des triplets (M.a.r) qui sont discrets, resp. elliptiques. On note 
Edisc{G,^^)/conj, resp. Eeii{G,u)/conj, Tensemble des classes de conjugaison par G{F) 
dans Edisc{G,uj), resp. Eeii{G,uj). 

2.12 Representations elliptiques 

Posons, avec les notations de 2.9, 

D,u{G{F);u;) = (BreEMG,o.)/conjDr- 

Pour tout ensemble de Levi L e £(Mo), posons W^{L) ~ N ormG{F){L) / L{F) . Suppo- 
sons que ui soit trivial sur ZL{Fy. Le groupe NormG{F){L) agit sur DtempiL{F); uj) : a 
n e NormG{F){L) et d e Dtemp{L{F);uj), on associe la distribution / i->- u{n)~^d{f'^), ou 
f^il) = finjn"^). Cette action se descend en une action de W'^{L) sur Dtemp{L{F)] u). 
Cette action conserve le sous-espace Deii{L{F);uj). Selon I'usage, on note Deii{L{F);uj)^'^^^^ 
le sous-espace des invariants. 

Definissons une action du groupe NormG{F){L) sur I'ensemble £{L)/conj des classes 
de conjugaison par L{F) dans £{L). Soient n e NormG{F){L) et r = (M, cr, f) G ^(-f/). 
Posons M' = nMn~^, a' — na. Quitte a multiplier n a gauche par un element de L{F), 
on pent supposcr M' semi-standard. On definit une bijection adn : M^{o-) ~ Af^{a') 
comme en 2.8 : a (A, 7), on associe {Auj{n),n'-fn~^). Cette bijection se descend en une 
bijection arf„ : lZ^{a) — > VP{a'). La classe de conjugaison par L{F) du triplet r' = 
{M\a\adn{r)) ne depend pas de la modification de n faite ci-dessus et ne depend que 
de la classe de conjugaison par L{F) de r. L'action cherchee est celle qui associe a la 
classe de r celle de r'. Cette action se quotiente en une action de W^{L). 

Notons C{Mq\ u) I'ensemble des L G C{Mq) tels que u soit trivial sur Zi^Fy. Soit 
L G C{Mq;u). Pour Q G V{M), I'operation d'induction Ind'^ definit une application de 

Dtemp{L{F);uj) dans Dtemp{G{F)]U}) qui ne depend pas du choix de Q. On note 

Indf : Dtemp{L{F)-u) Dtemp{G{F);ij) 

cette application. Posons simplement W'^ — W'^{Mo). Ce groupe agit sur C{Mq) et 
conserve C{Mq,u). 

Proposition, (i) Pour tout L G C{Mq, u), rapplication Indg est injective sur Deii{L{F); u;)^°^^\ 
(a) On a I'egalite 

D,,mp{G{F),u) = ©^,^(^^,^)/^c/nrff (De.(^(^);'^)^"^^^ 

Preuve. D'apres la proposition 2.9, 1'espace Dtemp{G{F)] uj) a une base parametree par 
E{G,uj)/conj. On note ici {e^{r))^^E{G,u^)/conj telle base. Mors {e^{r))^^E,^^^G,c.y^anj 
est une base de Df.ii{G{F)]U)). Soit L G C{Mq,uj). Le groupe W^{L) agit tant sur 
Deii{L{F);uj) que sur Egii{L) / conj . Pour w G W'^{L) et r G Egii{L) / conj , on a une 
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egalite w(e-^(r)) = z{w,T)e^(wr), aivecz(w,r) e C^. Posonse^(T) = J2wewG(L)'^(^^i'^))- 
Get element pcut ctre nul : la restriction de I'application w i— ^ z{w, r) au stabilisatcur de 
r est un caractcrc de ce groupe ; e^(r) est nul si ct seulement si ce caractere est non tri- 
vial. Notons E_^ii{L) I'cnsenible des r G Eeu{L) dont la classe verifie e'^(r) ^ 0. L'action 
de W^{L) respecte cet ensemble. Identifions I'ensemble quotient {E_^ii{L) / conj) /W^ {L) 
a un ensemble de representants (on fera d'autres identifications similaires dans la suite). 
Mors (e^(T))^g(E^„(Z)/coni)/H'«(Z) est une base de Dm{L{F)-u)^°^^\ 

Pour ce qui est des triplets (M, o", f), il y a une correspondance naturelle entre triplets 
pour L et triplets pour G : c'est I'identite, modulo I'idcntification de TZ^{a) a un sous- 
ensemble de TZ'^{a). On a deja dit qu'un triplet pouvait ctre csscntiel pour L mais pas 
pour G. Notons E'^{L) I'ensemble des triplets pour L qui sont essentiels dans G. De la 
correspondance prccedente se deduit une application : E'^{L)/conj — )■ E{G,u)/conj . 
Celle-ci est invariante par Faction de W^{L) sur I'espacc dc depart. D'apres le lemme 
2.10, I'application Ind^ se decrit ainsi : pour r e E{L,uj)/conj , elle envoie e^(T) sur 
si T E^{L)/conj et sur zf{T)e'^{if{T)) si r e E^{L)/conj, on z^{f) e C^. Soit 
T e E^ii{L)/conj (= {E^{L)/conj) fl {Eeii{L) / conj)). Puisque I'induction est insensible 
a Taction de W^{L), Indf envoie /(r) sur \W^{L)\zf{T)e^{if{T)). A fortiori /(r) ^ 0, 

ce qui demontre I'inclusion Efii{L) C E^ii{L). 

On a decrit des bases de chacun de nos espaccs ct les matrices des applications 
d'induction dans ces bases. Le lemme resulte alors des deux assertions suivantes : 

(1) pour tout L e C{Mo,u), on a I'egalite = E^ii{L) ; 

(2) notons 

i : □ {E%{L)/con3)/W''{L) ^ E{G,u)/con3 

L&C{Mo,uj)/W'3 

I'application qui coincide avec if^ sur le sous-ensemble indexe par L de I'ensemble de 

depart ; alors t est bijcctive. 

Prouvons (2). Soit r = (M, o", f) G E{G,u). Parmi les espaces de Levi L tels que 
M C L et f G TZ^{a), considerons un element minimal L. Quitte a conjuguer r par un 
element de G{F), on pent supposer L G C{Mo,uj). Notons le meme triplet vu comme 
un element de E{L,uj). On a r = <.^(r^). Le lemme 2.11 et la minimalite de L assurent que 

G Eeii{L) (et forcement G Efn{L)). Cela prouve la surjectivite de l. Demontrons 
I'injectivite. On identifie C{Mo,u!)/W'^ a un ensemble de representants dans C{Mo,u!). 
Soient L, L' dans cet ensemble, r = (M,(7,f) G ^' = {M',a',f') G Eg{L'), 

supposons les triplets (M, a, f) et {M',a',r') conjugues par un element de G{F). On 
doit prouvcr qu'alors L = L' ct que r ct r' sont conjugues par Paction du normalisateur 
NormG{F){L). Soit g G G{F) qui conjugue le premier triplet en le second. On a gMg~^ — 
M', ga ~ a'. Notons que, puisque r est elliptique, f est au depart un element de W^gg{a). 
Mais, apres passage a G, le triplet n'est plus elliptique et f devient une classe modulo 
VF^((7). De meme pour f'. En continuant a considerer f et f' comme des elements de 
W^^g{a) et W^^g{a'), la condition de conjugaison est adgiW^ {(j)f) = WQ{(7')r'. On a dit 
que W^{cr) est le groupe de Weyl d'un sous-systeme de racines S de I'ensemble des racines 
de Am dans G. Puisque PFff (cr) = {1} (condition d'ellipticite), aucune de ces racines 
n'intervient dans L. On pent done trouver un element H G Ai qui n'annule aucune 
de ces racines. Fixons un tel element. II determine un sous-ensemble positif E+ C E : 
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Tensemble des a e E tels que < a,H » 0. Puisque f e fixe H, Taction de f 

conserve E+. On a des objets analogues pour r'. que I'on affcctc d'un '. La conjugaison 
par g envoie S sur S'. Quitte a multiplier g a gauche par un clement de W^{a'), on pent 
supposer qu'elle envoie sur Ecrivons adg{r) = wr', avec w G iy(p((T). Puisque f 
conserve E_|_, adg{f) conserve E^. II en est de meme de f'. Done aussi de w. Un element 
du groupe de Weyl qui conserve un ensemble positif est I'identite. D'oii w — 1. Puisque 
f e W^{a), L est le plus petit espace de Levi contenant a la fois M et f. De meme 
pour L' . Alors g conjugue L en L' . Deux elements de C{Mq) qui sont conjugues par un 
element de G{F) le sont par un element de W'^ . Puisque les deux espaces de Levi L 
et L' appartiennent a notre ensemble de representants, on a L = L' et appartient a 
NormG{F){L). C'est ce que Ton voulait prouver. 

Prouvons (1). Solent L E C(Mq,u!) et t G Eeu{L) — £J^^(L). On veut prouver que r ^ 
E_^ii{L), autrement dit que la fonction w i— )■ z{w, r) n'est pas constante sur le stabilisateur 
Stab{W^{L),T) de r dans W^iL) (en notant encore r la classe de conjugaison de r par 
L{F)). Relevons r en un element r = {M,a,r) e S{L). II resulte des definitions que, 
pour w e Stab{W^{L),T), w{t) est egal a {M,a, z{w,T)r), a conjugaison pres par 
un element de L{F). II s'agit done de trouver un element g e NormG{F){L) tel que 
adg{T) = {M,(7,zf), avec 2; 7^ 1. Puisque r ^ £'^^(L), il existe en tout cas un element 
g G G{F) qui verifie cette dernicre relation. La preuve de I'injectivite de i montre que, 
quitte a modifier g par un element de WQ{a) (ce qui ne change par adg{T)), on pent 
supposer g G NormG{F){L). C'est ce qu'on voulait. □ 



3 Le calcul spectral 

3.1 Position du probleme 

On considere un element T E Aq, qui intervient dans ce qui suit comme un parametre. 
On lui impose de verifier les proprietes suivantes : 
9{T) = T; 

< a, T >> pour tout a G Aq ; 

< a,T >> Ci,\T\, oil > est un reel fixe ; 
si F est non-archimedien, T G Amo,f ®i Q- 

On note la fonction caracteristique du sous-ensemble des g G G{F) tels que 
(lP{ho{g) — T) = 1. Ce sous-ensemble est invariant par Ag{F) et sa projection dans 
Ag{F)\G{F) est compact. 

On definit le sous-espace Cf{G{F);K) de C^{G{F)) comme en 2.7. Solent /i,/2 G 
C^{G{F),K). On pose 

J^(cu,/i,/2)= / / U^)h{g-'ig)u{gyK'{g)d^dg. 

Jaq{f)\g{f) Jg{f) 

C'est une integrale a support compact. En effet, I'integration en 7 est a support compact 
puisque /i Test. A cause de la fonction , on pent ecrire g = ay, on y reste dans un 
compact et a G Ag{F). La condition f^ig'^ig) 7^ impose alors que a~^9{a) reste dans 
un compact ce qui entraine que I'image de a dans Aq{F)\Ag{F) reste dans un compact. 
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On se propose dans cette section de montrer que la fonction T i-> J^(a;,/i,/2) est 
asymptote a un element de PolExp et de calculer une expression "spectrale" du terme 
constant de cet element. 



3.2 Utilisation de la formule de Plancherel 

On fixe un element 70 G Mo(F), verifiant la condition 2.1(6) quand F est archimedien. 
On note simplement 6 — adj^. 

On definit les fonctions (pi et (p2 sur G{F) par (fii{x) — fi{x^o) pour i — 1,2. Alors 

J^i^^,fi,f2)= / (fi{x)(p2{9~^xe{g))uj{g)K^{g)dxdg. 

Ja^{f)\g{f) Jg{f) 

On utilise la formule de Plancherel- Harish- Chandra pour exprimer (^2- C'est-a-dire 

m^{ax)trace{Inds{(Tx, g''^)Ind^{ax, ^2)) dX. 
Pour tous M, cr, I'expression 

Ja^{F)\G{F) Jg{F) 

m'^(a\)trace(Indg(a\, 9{~^x~^g)Indg(a\, ip2)) dX\K^(g) dx dg 

est convergente. En effet, I'integrale en x est a support compact puisque (/?! I'est. L'intcgrale 
intcrieure definit une fonction de Schwartz-Harish-Chandra en 6{g)~^x~^g. Comme dans 
le paragraphe precedent, on pent ecrire g — ay on y reste dans un compact. L'integrale 
restante en a est celle d'une fonction essentiellement bornee par {l + \6{Ho{a)) — Ho{a)\)'~'^ 
pour tout reel r. Une telle integrate est convergente. On pose 

JA^{F)\GiF) Jg{F) 

mP{ax)trace{Ind^{ax, 6{gy^x'''^g)Ind^{ax, </?2)) dXu{g)k^{g) dxdg 
et on a 

(1) J^(a;,/i,/2)= \W--\\W\' 

Maisc&C{Mo) 
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3.3 Apparition d'integrales de coefficients 

Nous fixons maintenant un Levi semi-standard Mdisc et cr e UdisciMdisciF)) . On fixe 
aussi S e V{Mdisc)- On pose — Indg{ax) que Ton realise dans I'espace 14^5. On pose 
S' = 9~^{S), a' = a o 9, X' — 9~^X, tt'^ = Indg,{a'y), que Ton realise dans I'espace 
Vo-',5'- On fixe dcs bases orthonormees B de V^^s B' de V^'^s't reunions de bases des 
differents A'-types intcrvcnant. On introduit I'operateur y^^^ — ?> V^a l^i a e G V^jr^, 
associe la fonction g 1— )> e{9^^{g)). Par restriction a i^, on obtient un operateur unitaire 
Ue,ax '■ Kt',5' V;,5, qui verifie Ue^^^yig) = 7rA(6l(g'))C/e,^^. Si K est stable par 9, il 
est independant de A. Mais on n'a pas pose cette hypothese sur K et I'operateur peut 
dependre de A. 

Pour x,g & G{F), on a 

trace{Indg{ax, 9{g)~^x~^g)Ind^{ax, ^2)) = trace{Ug^^Jndg{ax, 9{g)~^x~^g)Ind^{ax, V2)Ue,a^) 

= E (^'' U^'aM(^{9r'x''g)7:xMUe,ay) 

v'&B' 

Cette somme est finie : est X-finie a droite done T^\{'^2)U0^ax annule presque tout 
v' e B'. L 'expression 

/ <fi{x) m^{ax) y2{T^x{x9{g))U0^^y,7Tx{g)Tix{(p2)Ue,ax'^')dXdx 

est absolument convergente. En permutant les integrales, on voit qu'elle vaut 

,ax'^' 1 '^x{g)T^\{V2)U0^ax'^') ^X. 

On a I'egalite 

{'KxMTrx{0{g))Ue,ay,v' , Trx{g)Trx{^2)Ue,axv') = {'Kx{vi)Ue,ayx'{9)'"' ^ T^\{9)T^xMUe,ax'^'). 

On exprime matriciellement tons les operateurs intervenant. L'expression ci-dessus de- 
vient 

{'^xMUe,axu' , v)(u, 7rx(ip2)U0,axv')(v, 7rx(9)u)(7ry(g)v', u'). 

u,veB,u'eB' 

Cette somme est en fait finie d'apres les proprietes de K-finitude des fonctions (fi et (fi2 
et de I'operateur Uo,ax- Posons 

,v,u',v' (A) = {nx{(pi)U0^axu',v){u,nxMUe,axt^'). 
C'est une fonction de Schwartz sur iAl^ f- obtient I'egalite 



(1) ^l^,..>,/i,/2)= Yl / 



I 

JiA* 



'x,veB,u',v'eB' ^g(^)\G(^') 
rnP{.<^x)Bu,v,u',v'{.>^){v,T^x{9)u){Ti'x'{9)v\u') dX dxuj{g)ff{g) dg. 
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3.4 Une premiere approximation d'une integrate de coefficients 

Fixons u,v G B, u', v' e B' et une fonction de Schwartz B sur iA\j^.^^^p. On pose 

f^f [ m''{ax)B{X){v,nx{g)u){n'Mv':u')dXu{g)~K'{g)dg, 

Ja^(F)\G{F) JiAl,^.^^^^ 

OU on rappelle que A' = ^~^A. Cette expression est convergente dans I'ordre indique pour 
les memes raisons que precedemment. La formule (1) du paragraphe precedent exprime 
"^Mdisc,^^^' f^' f"^) comme combinaison lineaire de telles expressions j^. 
On definit une fonction sur Mq{F) par 

fioM = / / m^{ax)B{X){v,7rx{kmk')u){7r'^,{kmk')v',u')dXuj{kmk')dkdk'. 
Alors 

— / Qoi'iT^) Doirn^k^ {m) dm. 

J A^{F)\Mo{F)> 

Soit Q = LUq un sous-groupe parablique standard de G. Comme en 1.12, notons 
W^{L\S) I'ensemble des w e W^/W^'^'-- tels que w{Mdisc) C L, w{S) n L ^ Pq n L. 
On identifiera souvent cet ensemble a un sous-ensemble de W'^ forme d'elements w de 
longueur minimale dans leur classe W'^w. Pour un element w de cet ensemble, on note 

= {w{S)r\L)UQ, Q = {w{S)r\L)UQ. Notons = Ind% {wa) et tt^ = Ind% (wa), 

realisees dans leurs espaces habituels T4)o-o,„ et V^o-o ■ Pour v e T4)o-o,„ et v E V-waO , 
on pose 

{v,v)^^ [ {v{k),v{k))dk. 

JKr\L{F) 

Le produit interieur est le produit hermitien sur V^a- On pose des definitions analogues 
en remplagant 5" par 5" = 9~^{S). On prendra garde que les definitions de Qw et 
changent : pour w G W^{L\S'), on a = {w{S') n L)Uq. 

Soient w G W^{L\S) et w' e W^{L\S'). On definit une fonction wq,^^,^/ sur G{F) x 
KxKx A*M^^^^^c par 

UQ^yj,y,i{g,k,k',X) = {jQ^\yj(^s){{w(T)yjx)o^{w)oT:x{k)v, JQju,{S){{wa)u,x)o-f{w)o'Kx{gk')u)^ 

Cette fonction est meromorphc cn A. Pour comprcndre les questions de regularite et de 
croissance en A, il est commode de recrire cette definition en utilisant les operateurs 
normalises et les facteurs de normalisation. Pour A e iAl, p, on a I'egalite 

(1) i^Q,w,w'{g: k, k\ A) = r^,^^,'((TA) 

{RQ^\w{S){{w(T)y,x) o 7(w) o 'Kx{k)v, RQjwiS){{wcr)wx) o 7(^) ° '^\{gk')u, )^ 

{RQjw'{S'){{w'a')y,>x') o l{w') o ny{gk')v', Rq^,\^i(s'){{w' a')y,,x') ° 7(w') o 7r'y{k)u')^, 
oil 

rw,w'{crx) = rQjQ^{{wa)^x)rQ^,\Q^,{i'>^'^%'y)- 
Les operateurs normalises sont holomorphes et unitaires sur iA^^.^^^p. Les produits sca- 
laires de I'expression ci-dessus sont done holomorphes et bornes en A. On a 
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(2) le produit 'm'^{ax)ruj,w'{o'x) est holomorphe et a croissance moderee sur iAM^.^^ p. 
En effet, par transport de structure, on a aussi 

r^o,w'{(7x) = rs,\s2{c^\)rs3\S4i^x), 

ou S, = w-\QJ, S2 = w-\Q^), = 9{{w'r\Qn.')), = 9{iw')-\QJ). Ces quatre 
paraboliques appartiennent a V{Mdisc) et il reste a appliquer 1.10(7). 
On pose 

0JQ,w,w'{g) = / ojQ,yj^y,'{g,k,k',\)m^{ax)B{X)oj{k'^gk')dXdkdk'. 

Pour tout sous-groupe parabolique standard Q' — L'Uqi D Q, on note Wq I'ensemble 
des {w,w') e W^{L\S) x W^{L\S') tels que e{W^'w')nW^'w ^ 0. On pose simplement 

Soit R un parabolique standard contcnant Q. Pour w G W^{L\S) et w' G W'^ {L\S'\ 
notons Sq{w^w'^ la somme des (— 1)"p~"g sur les ensembles paraboliques P tels que 
Q G P G Ret {w, w') G Wq . Remarquons que, si cet ensemble d'ensembles paraboliques 
n'est pas vide, il existe P_ C P+ de sorte que cet ensemble soit simplement celui des P 
tels que P- C P C P+. Done Sq{w,w') est nul si I'ensemble est vide ou si P_ 7^ P+ et 

est egal a (—1)"^+ "° si I'ensemble est non vide et P_ = P+. Posons 

Q=LUQ,R;PoCQcRu,eWG(L\S),w'&WG(L\S') 



I 5Q{m)D^{m)a§{Ho{m) - T)(tP{Ho{m) - T)uQ,^,^,{m) dm. 

J Aq{F)\Mo{F)>'Q 



Proposition. L'expression ci-dessus est absolument convergente. Pour tout reel r, on 
a la majoration 

\f-ji\ « \Tr 

pour tout T. 

La preuve de cette proposition sera donnee en 3.15. 



3.5 Un lemme de majoration 

Soit Q = LUq un parabolique standard. Pour H G on note C^{H) I'enveloppe 
convexe des sH pour s G W^. On pose 

N^{H) = 1 + inf{\eH' - H"\;H', H" G C^{H)}. 

Soient w G W^{L\S) et w' G {L\S') que Ton releve en des elements de W*-^ . On pose 

N^,wW = 1 + ° ^ ° {w'Y^H' - H"\;H', H" G C^iH)}. 

Ce terme ne depend pas des relevements choisis : changer de relevement multiplie w et 
w' a gauche par des elements de dont Taction conserve C^{H). Remarquons que. 
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dans le cas ou W^w n 9{W^w') ^ 0, on pent pour la meme raison remplacer w' et w par 
des elements tels que w — 9{w') et on obtient N^^^,{H) — N^{H). 

Lemme. Soit Q — LUq un sous-groupe parabolique standard. 

(i) Soient w G W^{L\S) ct w' e W^{L\S') ct soit P = MUp le plus petit espace 
parabolique standard tel que Q G P et {w, w') e Wq . Alors on a une majoration 

|(//-T)f|«<^,(i7) 

pour tout T et tout H e Ao tel que (j)^{H - T)t^{H - T) = 1 et < a, H >> pour 
tout a G A^. 

(a) Soit P = MUp le plus petit espace parabolique standard tel que Q C P. Alors 
on a une majoration 

\{H-T)^\ « N^{H) 

pour tout T et tout H e Ao tel que (tP{H - T)t^{H - T) ^ 1 et < a, H >> pour 
tout ae A^. 

(Hi) Soient w eW^{L\S) et w' G W^{L\S') et soit P = MUp le plus petit espace 
parabolique standard tel que Q <Z P et {w,w') G Wq. Supposons {w,w') ^ Wq- Alors 
on a une majoration 

\T\ + \{H-T)^\«N^^UH) 

pour tout T et tout H e Ao tel que (p^{H - T)t^{H - T) = 1 et < a, H >> pour 
tout a G A^. 

(iv) Soient w G W'^{L\S) et w' G W'^{L\S') et soit R un sous-groupe parabolique 
contenant Q. Supposons Sq{w,w') ^ 0. Alors on a une majoration 

\{H-T)f\«N^^^,{H) 

pour tout T et tout H e Ao tel que (tP{H - T)a§{H - T) ^ 1 et < a, H >> pour 
tout a G AJ. 

Preuve de (i). Les hypotheses (ffi{H — T) = 1 ct < a, H >> pour tout a G Aq 
entrament que appartient a C^{T^). Done C^{H) C C^{Hl + T^). Posons H^ = Hl- 
Tl. On obtient C^{H) C C^{T + H^). Soient H',H" G C^{T+H^). Posons s = w9{w')-\ 
On veut minorer \H' — s9H"\. On a 

(1) \H' - s9H"\>\X\, 

ou X = {H' - s9H")^. On a H'^ ^ Tff + parce que H' G C^{T + H^), d'ou 
X ^T^ + - {s9H")f. L'hypothese que H" G C^{T + H^) signifie que Ton pent 
ecrire H" = if* + Zluew^ VuuT, avee des y„ > tels que ZluevK^ = Done 

X = T^ + - {s9H^)^ - yu{s9uT)^. 

Posons Yu = Tf - (s^MT)f et F = E«ew^^ VnYu- Alors X = - {s9H,)j^ + Y. 
Pour tout u G W^, on a y;, = (T - s9uT)^ = {T - u'T)^ , ou u' = s9{u), puisque 
9T — T. L'hypothese {w, w') G Wq entraine que s G done aussi u' G W^. Puisque 
T est dominant, T — u'T est combinaison hneaire a coefficients positifs ou nuls de a 
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pour a e A^. Done est combinaison lineaire a coefficients positifs ou nuls de cti 

pour a G — A^. L'element Y verifie la meme propriete. Par ailleurs, I'liypotliese 
Tq{H — T) = 1 signifie que i/f^ est combinaison lineaire a coefficients strictement positifs 
de pour a G A^ - A^. Soit U = EaeA,^-A« ^»^a V = EagAf-A« '"o.^l avec 
des coefficients Ua et Va positifs ou nuls. Montrons que Ton a une majoration 

(2) \u\ + \v\«\u -{seu)L + v\. 

II suffit de prouver que le cone engendre par les uj^ — {s9w^)l et les at est un "vrai" 
cone, c'est-a-dire ne contient pas d'espace vectoriel non nul. II revient au meme de prouver 
que, pour U eiV comme ci-dessus, I'egalite U — {s9U) ^ + K = entraine U = 0, = 0. 
Or le produit scalaire {U, V) est positif ou nul. Par produit scalaire avec f/, I'egalite 
U - {seU)L + y = entraine done (C/, U - {seU)^) < 0, d'ou {U, U) < {U, {sdU)L). Par 
Cauchy-Schwartz, cela implique U — {s9U)l puis U — s9U. Si C/ 7^ 0, notons Ao(C/) 
I'ensemble des a G A^ tels que < a,U » 0. Get ensemble est non vide et inclus dans 
A^ — A^. Introduisons le sous-groupe parabolique standard P' = M'Upi tel que A^' = 
A^ — Ao(f/).On a, Q d P' C. P . L'element U appartient a la chambre positive relative 
au sous-groupe parabolique M n P' de M. L'egalite U — s9U entraine P' — s9{P'). 
Puisque P' et s9{P') sont standard, cela implique P' — 9{P') et s G W^' . Mais alors 
{w, w') G Wq , ce qui contredit I'liypotliese de minimalite de P. Cette contradiction 
prouve que U = 0. L'egalite U — {s9U) l + V = entraine alors que \^ = 0, ce qui prouve 
(2). 

On applique (2) k U — eiV — Y. En abandonnant le terme \Y\, on obtient la 
majoration \H^\ « \X\. Grace a (1), cela entraine la majoration du (i) de I'enonce. 

La preuve du (ii) est similaire, il suffit de supprimer le terme s des calculs. 

Preuve de (iii). On reprend la preuve de (i). A la fin de cette preuve, on avait aban- 
donne le terme \Y\. Retablissons-le. Pour obtenir le (iii) de I'enonce, il suffit de prouver 
que, pour tout u G W^, on a une majoration 

(3) |T| « \Yu\. 

Notons I'ensemble des racines de Aq dans I'algebre de Lie de M, muni de la positivite 
definie par Pq H M . On salt plus precisement que T — u'T est combinaison lineaire des 
a pour toutes les racines a G telles que a > et {u')~^a < 0. Les coefficients sont 
de la forme < /3,T > pour des /3 G E^, /3 > 0, done sont essentiellement minores par 
|T|. L'assertion (3) s'en deduit pourvu qu'il y ait au moins une racine a telle que a > 0, 
{u')~^a < et ci^ 7^ 0. S'il n'en est pas ainsi, on a G W^. L'egalite u' = w9{w')~^9{u), 
jointe au fait que u G W^, entraine alors que W^w fl 9{W^w') 7^ 0, contrairement a 
I'hypothese. Cela prouve (3) et acheve la preuve du (iii) de I'enonce. 

Preuve de (iv). L'hypothese Sq{w,w') 7^ signifie qu'il existe un unique espace 
parabolique P = MUp tel que Q C P C P et {w,w') G Wq. On reprend la preuve du 
(i). On a encore s G W^. Pour H', H" G C^{T + H^), on a 

\H' - s9H"\ » \{H' - s9H")f\ + \{H' - s9H")m\. 

La preuve de (i) s'applique au premier terme : on a une majoration 

(4) \{H'-s9H")^\ » \H^l 

ou H^^(H- T)l. On a {H' - s9H")m = H^,m - 9{H^,m) puisque s G . Ecrivons 
Hi^^M — Hi + H2 ou Hi e Am et H2 appartient a I'orthogonal Am de ce sous-espace 



54 



dans Am- On a H^^m — d{Hi,^M) — H2 — 9H2 et 1 — ^ est injective sur Am, d'ou une 
maj oration 

(5) \H2\ « \H,,M - 9{H,,m)\. 

La condition aQ{H^) = 1 cntraine que 

(6) < zUa, Hi » pour tout a E Aq — Aq. 

EUe entraine aussi que < a, >< pour tout a G Aq — A^. On remarque que, pour 
tout a e Aq — Aq, il existe i > 1 tel que 9'^ a A^ : sinon I'espace parabolique standard 
P' associe a la reunion de A^ et dc {a} vcrificrait P C. P' <z R, ce qui contredirait 
I'hypothese d'unicite de P. Pour a e Aq — A^ et i > 1 comme ci-dessus, on a 

(7) < a, Hi >=< 9'a, Hi >=< 9'a, H^ - H2 - H^ >< - < 9'a, H2 + H^ > . 
Les conditions (6) et (7) bornent \H^\ : on a une majoration 

\H^\ « \H2\ + \H^\. 

Grace a (5), on en deduit 

\H^,m\ << \Hi,^M — 9{Hi,^M)\ + \H^\. 

D'oia, grace a (4), 

\H^\ « \H,,M - 9{H,,m)\ + \{H'- s9H")^\ « \H' - s9H"\. 
Cela prouve I'assertion (iv) de I'enonce. □ 

3.6 Majoration de coefficients 

Lemme. Soient Q = LUq un parabolique standard, w e W'^{L\S) et w' e W'^{L\S'). 
Quel que soit le reel r, il existe c> tel que Fon ait la majoration 

\ujQ,^,^'{m)\ < c5Q{m)'^E\mfN^^^,{Ho{m))-'- 

pour tout m e Mo{F). 

Preuve. Notons p^^ = Ind^J{wa)^x), p'Sw = /no^Q^,((^/;V')»'A'), Pw\ = Ind^(^g^^^{{wa 
P'w'X' — -^'^^^'(S')nL(('"^''^')«''A') Que Ton realise dans leurs cspaccs habitucls Vwa,Q , yw'a',Q ,, 
^waMS)nL' ^w'a',w'{s')nL- D'apres 3.4(1) et (2), ujQ^nj,w'{rn, k, k', X)m^{ax) est combinaison 
lineaire de termes 

pour des elements uo,vo e VwaO et uLv'r. e Kjj'o-' q ■ Les coefficients sont des fonctions 
C°° de A, k et k' et sont a croissance moderee en A. On dispose d'applications 
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qui sont les restrictions k K n L{F). En notant e, /, e', f les images de uq, vq, Uq, Vq par 
ces applications, on a les egalites 

Quitte a rcmplacer la fonction de Schwartz B par son produit avec une fonction a crois- 
sance moderee, on est ramene a evaluer 

(1) 5Q{m)-^ I (/,p^,(m)e)(p;,,,(m)/',e05(A)dA. 



On a 



{f,Pwx{m)e) = / {f{k),{pyjx{m)e){k))dk, 

JKr\L{F) 



oil le produit interieur est le produit hermitien sur V^a- On a 

oil on a note p^ la representation p^x pour A = 0. En utilisant des formules similaires 
pour le terme {p'y]i\i{Tn)f' , e'), on obtient que (1) est egal a 

5Q{m)-' [ {f{k),{p^{m)e){kMpUrn)fm,e'{k'))^{m,k,k')dkdk', 

J {KnL{F))x{KnL{F)) 

Oil 



/3{m, k, k') = f Bl^^^^<n>X,H^Jkm)>-<w'X',HQ^,{k'm)> 

On va prouver que, pour tout reel r, il existe c > tel que 

(2) \P{m,k,k')\<cN^^^,{Ho{m))-'. 

Admettons cela et finissons la demonstration. De (2) resulte que (1) est essentiellement 
majore par 

[ \{f{k),{p^{m)e){kMp'^,{m)f){k'),e'{k'))\dkdk'. 

J {KnL{F))x{KnL(F)) 

En utilisant 1.12(4), la double integrale est essentiellement majoree par S^(m)^ et on 
obtient la majoration de I'enonce. 

Dcmontrons (2). On commence par prouver 

(3) pour tout parabolique standard Q' = L'Uq' d Q et tout k E K n L{F), HQi{km) 
appartient kC^{HQ{m)). 

Quitte a conjuguer m par un element de X fl Nor'mL(^F){Mo), ce qui ne change pas 
notre probleme, on pent supposer < a, Hq^iti) >> pour tout a G Aj^. D'apres le lemme 
1.3, HQ{km) appartient a C^{Ho{m)). L'element HQi{km) est la projection orthogonale 
de Ho^km) sur Al'- On est ramene a montrer que, pour H G C^{HQ{m)), alors la 
projection Hj^r de H sur Al' appartient aussi a C^{HQ{m)). L'espace Ay est reunion 
des chambres positives associees aux paraboliques Q" e V^{L'). On fixe un tel Q" tel 
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que iff/ appartienne a la chambre associee a Q" et on fixe s e tel que s{Q") soit 
standard. Alors Hli = s~^{{sH)s(^li)). Puisque C^{Ho{m)) est invariant par Paction de s, 
on pent aussi bien remplacer H par sH et L' par s{L'). En oubliant cette construction, 
on est ramene au cas oii < a, H^t >> pour tout a G Aq . Dans ce cas, I'appartenance 
a C^{Ho{m)) equivaut a ce que Ho{m.) — Hl/ soit une combinaison lineaire a coefficients 
positifs ou nuls de a pour a e A^. On a 

Ho{m) - Hl' = Ho{m) - Ho{m)L' + Ho{m)L' - Hl'. 

La premiere difference est egale a HQ{m)^' qui appartient a la chambre positive fermee de 
Aq' , a fortiori est combinaison lineaire a coefficients positifs ou nuls de a pour a G A^'. La 
deuxieme difference est la projection de Hg^m) — H . Puisque H G (HQ^m)) , HQ{m) — H 
est une combinaison lineaire a coefficients positifs ou nuls de a pour a G A^. Done 
Ho{m)L' — Hl' est une telle combinaison lineaire de ul', pour a G A^. II suffit de 
voir qu'une telle projection est de la forme voulue. C'est clair si a G A^ puisqu'alors 
ol' = 0. Soit a G A^ — Aq . Alors chl' = a — a^' . Parce que {a; a G A^} est une base 
obtuse de Aq, —a^ appartient a la chambre positive fermee de Aq . A fortiori, —a^ est 
combinaison lineaire a coefficients positifs ou nuls de f3 pour (3 G A^ . Cela prouve (3). 

Le terme (3{m,k,k') est la transformee de Fourier de B evaluee en 9{{w')^^H') — 
w~^H, ou H — Hq (km) et H' — Hq ^{k'm). II est done essentiellement majore par 
{l+\e{{w')'^H')-w-^H\)-'~ pour tout 7lelr,ou encore pax {l+\{woeo{w')-'^)H'-H\)-\ 
Puisque k'm et km appartiennent a L{F), on a Ics cgalites H = HQ^{km) et H' — 
HQ^,{k'm). Les paraboliques Q^, et Q^' sont standard. Grace a (3), H et H' appar- 
tiennent a C^{HQ{m)). Done 1 + \9{{w')~^H') -w~^H\ > N^^^,{Ho{m)) et la majoration 
(2) s'ensuit. □ 

Pour tout parabolique standard Q — LUq et pour m G Mq{F), posons 

{w,w')eWQ 

Remarquons que, dans le cas ou Q — G, on retrouve la fonction Qq deja definie. 

CoroIIaire. Pour tout parabolique standard Q — LUq et pour tout reel r, il existe c > 
tel que Von ait la majoration 

\^Q{m)\ < c5Q{m)-^^\mfN\HQ{m))-'' 

pour tout m G Mq[F). 



3.7 Un lemme d'equivalence 

Solent x^{m) et y^{m) deux fonctions des variables T et m G Mq{F)-. On dit que 
ces fonctions sont equivalentes si et seulement si elles verifient la condition suivante : 
pour tout reel > et pour tout reel r, il existe c > de sorte que Ton ait I'inegahte 

\x^{rn) — y^{m)\ < c\T\~'^ 

pour tout T et tout m G Mo(F)^ tel que \HQ{m)\ < u\T\. 
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Lemme. Soit P — MUp un espace parabolique contenant Pq, soit Q — LUq un sous- 

groupe parabolique tcl que Pq G Q G P et soit e > 0. 

(i) Les fonctions (l)^{Ho{m)-eT)T^{Hoim)-eT)np{m)5p,{m) et-f{M\Lf(j)'^{Ho{m)- 
eT)TQ (HQ^m) — eT)flQ{m)6pg{m) sont equivalentes. 

(ii) Soient w eW^mS) et w' e W^{L\S'). Supposons {w,w') e - Wq. Alors 
la fonction (f)^{Ho{m) — €T)TQ{Ho{m) — €T)ujQ^w^yji{m)6pg{m) est equivalente a 0. 

Preuve. On fixe u > 0. Les m a considerer verifient 

- m G Mo{F)^ ; 

- (jP^Hoim) — eT)TQ{HQ{m) — eT) — 1, ce qui entraine < a,HQ{m) »< a,eT > 
pour tout a G — ; 

- \Ho{m)\ < u\T\. 
En consequence 

(1) il existe un reel i/' ne dependant que de u tel que I'on ait < a, HQ{m) » ly'lHolm) \ 
pour a G A^ - AJ. 

On pent done approximer les produits scalaires intervenant dans Qp{m) par leurs 
termes constants faibles. Precisement, soient {w,w') G Wp. Considerons le terme 

X^(m, k, k\ A) = {Rp^\w{S){{w<y)w\)°l{w)o(Tx{k)v, Rpj^{^s){{w'7)w\)°l{w)°(y\{mk')u)^ 

qui intervient dans 0Jp,w,w'{'^-i k, k', A). On a vu dans la preuve precedente que Ton pouvait 
aussi I'ecrire 

Sp{m)~^^'^{vy,{k, X),pp,w\{m)uy,{k' , A)), 
ou Pp,w\ — I'^dw{s)nMii'^^)w\) ^ Uyj{k', A) est la restriction a K f] M{F) de 

Rpjw{S){{wa)yjx) o 7(w) o ax{k')u, 
et Vyj{k, A) est la restriction k K f] M{F) de 

Rp^\w{S){{wa)yjx) o l{w) o ax{k)v. 
Notons YQ^yj{m, k, k' , A) le terme constant faible relatif a Q de 

{v^{k, X),pp,w\{m)u^{k\ A)), 

multiplie par ^^(m)"^/^. Remarquons que les elements Uyj{k', A) et Vyj{k, A) restent dans 

des espaces de dimension finie et, quand on les ecrit dans une base de ces espaces, leurs 
coefficients sont des fonctions bornees de k,k' et de A. D'apres (1), on pent appliquer 
la proposition 1.12 oii Ton remplace G par M. II existe done c > et une fonction Ci 
sur iA*M^.^^ p, lisse, a croissance moderee et a valeurs positives, de sorte que Ton ait la 
maj oration 

\X^{m, k, k', A) - FQ,^(m, k, k', A)| < C,{X)6Q{m)-'^^E\m)e-'\''°^'^^^ 

pour tons k, k', A et tout m dans le domaine decrit ci-dessus. Notons que la condition 
TQlHolm) — eT) = 1 entraine une minoration \HQ{m)\ » \T\ (sauf dans le cas ou 
P = Q, mais alors le lemme est tautologique) . Pour m G Mq{F)-, on a aussi 

S-^(m) « (1 + |//o(m)|)^^5?rm)-V2 « (m)-^^ 
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pour un entier Di convenable. Quitte a reduire c, on a done 

(2) \X^{m,k,k',X)-YQ,Um,k,k',X)\ < Ci(A)5p,(m)-^/V^I^I. 
D'apres 1.2(2) et 1.12(3), on a aussi 

(3) \X^im,k,k',X)\ « {l + \Ho{m)\f'dp,im)-'/^ « |Tr^^5p„(m)-V2, 
pour un autre entier D2. Par difference, on en deduit 

(4) \YQ,^{m,k,k',X)\ « C2(A)|Tr^^5p,(m)-i/2^ 

pour une autre fonction C2. 

On traite de la meme fagon le terme 

Xw'{m, k, k', X) — 

{Rp^,\w'(S'){{w'a')u,'x') o'y{w') o Ti'y{mk')v\ Rp^,\u,i{s'){.iw' a')y,>x') o^{w') o n'^,{k)u')^ 

qui intervient dans up^w^yjiim, k, k', A). On definit YQ^u,'{m, k, k', A), qui verifie des majo- 
rations analogues a celles ci-dessus. 
Rappelons I'egalite 



',w,w'{rn) ^ / m^{ax)B{X)ry,^yj>{ax)Xy,{m,k,k',X) 

Xw'{m, k, k', X)uj{k~^mk') dX dk dk'. 



Posons 



{m)^-f{M\Lf / m'^{ax)B{X)r^,yj'{ax)YQ^^{m,k,k',X) 



Y^Q^w'i'iTT', k, k', X)uj{k ^mk') dX dk dk' . 
En utilisant les maj orations precedentes, on obtient 

\up,^,^>{m)--t{M\L)-'^UQ,y,,^>{m)\5p^{m) < e"'^!^! / |C(A)S(A)m^((7A)r^,^'((7A)| dX 



pour une certaine fonction C a croissance moderee. L'integrale ci-dessus est convergente, 
done les fonctions (tfi{Ho{m)-eT)TQ{HQ{m)-eT)up^yj^y,i{m)5p^{rn) et -f{M\L)-'^(tP{HQ{m)- 
eT)TQ{Ho{m) — eT)ujQ^w,w'{^)Spg{m) sent equivalentes. 

On calcule YQ^^(m, /c, /c'. A) cn utilisant les definitions dc 1.12. On doit y remplacer 
G par M, P par w{S) fl M, Q par Q f] M et ax par {wa)w\. Notons que, pour s e 
W^{L\w{S)nM), les operateurs J(^nMUsw{s)nMii^f^'^)swx) et . ZgnM) j sw{s)nM {{swa)swx) 
qui interviennent en 1.12 definissent par induction les operateurs JQsyj\s{p.uj)i{swa)swx) et 
Jn \s(p )((swa)swx), avec les memes definitions qu'en 3.4. En rctablissant les operateurs 

— sw — ""^ 

d'entrelacement non normalises dans la definition de X^^rn, k, k' , X) et en utilisant les 
proprietes habituelles de ces operateurs, on obtient I'egalite 

YQ,yj(m, k, k', A) = 7(M|L)-Vp^|^(5)((w(7)^a)~V^(5)|p^((w(7)^a)~^ 
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XI {JQsn,\sw{S){{swa)sn,x)o-f{sw)onx{k)v, jQ^jsyj(^s){{swa)syjx)oi{sw)onx{mk')u)^. 
seW^ {L\w{S)nM) 

Remarquons que Pappication s ^ sw est une bijection de {L\w{S) fl M) sur I'en- 
semble des s G W^'^(L|S') tels que s G W^w. On calcule de meme Iq „,/(m, k, k', A). 

Notons >Vj„, „,, I'ensemble des (s, s') G x tels que s G PF^w et 

s' G W'^w'. Les calculs precedents conduisent a I'egalite 

(s,s')e>v^ , 

Le terme Qp(m) est la somme des u;p,tj,,^/(m) sur les (w, w') G Wp. On a U(^^^')gvvp Wq,«!,w' = 
Wq. Posons 

On obtient que les fonctions (f)^{Ho{m)-eT)r^{Ho{m)-eT)np{m)5po{m) et j{M\L)-^(f)^{Ho\ 
eT)TQ{Ho{m)—eT)flQ{rn)5pQ{'m) sont equivalentes. Pour obtenir le (i) de I'enonce, il reste 
a prouver que la derniere fonction est equivalente a 'y{M\L)~'^ (p^ {HQ{m) —eT)TQ {Ho{m) — 
eT)flQ{m)6pf^{m). Or il suffit pour cela de prouver le (ii) de I'enonce. 

Solent maintenant w, w' comme en (ii). En utilisant le lemme 3.6 et la majoration 
E^{mf « {l + \Ho{m)\)^5$^(m)-^ pour m G Mo(F)^'^, cf. 1.2(2), il suffit pour prouver 
(ii) que, pour m dans le domaine qui nous interesse, on ait une minoration 

<^,(i/o(m)) » |T|. 

Mais soit P' = M'Upi le plus petit espace parabolique standard tel que Q C P' et 
(w,w') G Wq . On a P' C P. La condition Tq^HQ^m) — eT) = 1 entraine Tq (HQ^m) — 
eT) — 1. On pent appliquer le lemme 3.5(iii) qui nous fournit la minoration 

N^^^,{Ho{m)) » e\T\ + \{Ho{m) - T)f\ 

plus forte que celle dont on a besoin. □ 

3.8 Un deuxieme lemme d 'equivalence 

Lemme. Soit P — MUp un espace parabolique contenant Pq, soit Q — LUq un sous- 
groupe parabolique tel que Pq <Z Q <Z P et soit e > 0. 

(i) Les fonctions (p^{Ho{m)-eT)T^{Ho{m)-eT)np{m)Sp{m)D^{m) et (f)^{Ho{m) - 
eT)TQ{Ho{m) — eT)Q.Q{m)5Q{m)DQ{m) sont equivalentes. 

(ii) Soient w eW^mS) et w' G W^{L\S'). Supposons {w,w') eW^-Wq. Alors 
la fonction (f)'^{Ho{m) — eT)TQ {HQ^m) — eT)a;Q^^^^/(m)5Q(m)DQ (m) est equivalente a 0. 

Preuve. On a une majoration 5p{m)D^{m) « 5po(^) Pour tout m G Mo(F)-, 
cf. 1.2(1). On pent done multiplier les deux fonctions du (i) I'enonce precedent par 
la fonction bornee Spi^{m)~^Sp{m)D^{m), elles restent equivalentes. On obtient que la 
premiere fonction du (i) du present enonce est equivalente a la fonction 

(1) ^{M\L)-^(f)^{Ho{m) - €T)r^{Ho{m) - eT)nQ{m)5p{m)D^ {m). 
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Comme on I'a vu dans la preuve precedente, une fois fixe un reel i^, on a une minoration 
< «, Ho{m) »> i''\Ho{m) \ pour les m intervenant. D'apres [Al] Icmmc 1.1 et en tenant 
compte de la remarque 1.2, il existe c > tel que Ton ait une majoration 

\^{M\L)-'Sp{m)D^{m)-SQ{m)D^{m)\ « 5p„Me-^l^°("^)l. 

De nouveau, on a vu dans la preuve precedente que I'on avait une minoration \Ho{m) \ » 
\T\, sauf si P — Q auquel cas le lemme est tautologique. On pent remplacer la majoration 
ci-dessus par 

\-fiM\L)-^6p{m)D^{m) - 6Q{m)D^{m)\ « 5p„(m)e-'=l^l 

pour un autre c > 0. II resulte du coroUaire 3.6 et de 1-2(2) que Ton a une majoration 

|QQ(m)| « (1 + \Ho(m)\f5p,(m)-^ 

pour un entier D convenable. De ces deux dernieres majorations resulte que la fonction 
(1) est equivalente a la deuxieme fonction du (i) de I'enonce. Cela demontre ce (i). 
Lc (ii) resulte du (ii) du lemme precedent par multiplication par la fonction bornee 
5p,{m)-^5p{m)D^{m). □ 

3.9 Un troisieme lemme d'equivalence 

Lemme. Solent Q — LUq un sous-groupc paraboliquc standard, P = MUp ct P' = 
M'Upi deux espaces paraboliqucs standard et soit e > 0. Notons P_ = M^Up_ le plus 
grand espace parabollque standard tel que P_ <Z Q. On suppose Q G P et P_ G P' G P. 
Alors les fonctions 

(t)^{Ho{m - eT)T^{Ho{m) - eT)np,{m)5p>{m)Df {m) 

et 

(p^{Ho{m - eT)T^{Ho{m) - eT)np_{m)5p_{m)DQ-{m) 
sont equivalentes. 

Preuve. Fixons e' > que Ton precisera plus tard. On utifise I'egafite 

^ 0«'(i/o(m) - e'T)r^;(ifo(m) - e'T) = 1 
Q';PocQ'cP' 

cf. 1.3(2). On pent fixer Q' = L'Uqi et prouver que les produits de nos fonctions avec 
(j)^'{HQ(m) — e'T)TQi{HQ{m) — e'T) sont equivalentes. D'apres le lemme precedent, les 
fonctions 

(tP'{HQ{m) - €'T)T^',{Ho{m) - e'T)rtp,{m)5p.{m)Df {m) 

et 

(t>'^'{Ho{m) - e'T)T^:{H^{m) - e'T)nQ.{m)5Q.{m)D^' {m) 

sont equivalentes. La premiere fonction de I'enonce, multipliee par (f)^' {Ho{m)-e'T)r^: {Ho{ 
e'T), est alors equivalente a 

(1) 0^(i/o(m - eT)r^{Ho{m) - eT)4>'^' {H^{m) - e'T) 
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T^:{Ho{m) - e'T)nQ,{m)5Q,{m)D^\m). 

Supposons que Q' <Z P-. Alors I'egalite (j)^' {Ho{m) — €'T)tq', {Ho{m) — e'T) = 1 entraine 

(f)^'{Ho{m) — €'T)tq7 {Ho{m) — e'T) — 1. On peut appliquer le raisonnement ci-dessus en 
remplagant P' par P_. On obticnt que la deuxieme fonction de I'enonce, multipliee par 
(j)'^ {HQ{m) — t'T)TQ, {Ho{'m) — e'T), est equivalente a (1), d'ou la conclusion cherchee. 

Supposons maintenant que Q' ^ P_. II nous sufiit de prouver que la fonction (1) 
est equivalente a et que la deuxieme fonction de I'enonce, multipliee par 0*^ (^Ho{m) — 
e'T)TQ', {HQ{m) — e'T), est elle-aussi equivalente a 0. En utilisant le coroUaire 3.6 et les 
majorations maintenant familieres portant sur les fonctions Dq et S, on voit qu'il suffit 
de prouver que, pour m e Mq{F)- tel que 

(/.«(i/o(m - eT)T^{Ho{m) - eT)(/.^'(i/oM - e'T)T^: {Ho{m) - e'T) = 1, 

on a des minorations 

(2) 7V^'(i/oM) » |T|, N^-{Ho{m)) » |T|. 

Remarquons que la condition (p'^'{Ho{m) — e'T) = 1 entraine < a,Ho{m) >< Cie'\T\ 
pour un certain ci > et pour tout a e Aq , tandis que la condition (j)^{HQ{m) — 
eT)TQ{HQ{m) — eT) = 1 entraine < a,Ho{m.) » C2\T\ pour un certain C2 > et pour 
tout a e — A^. En supposant Cie' < C2, nos fonctions sont nuUes sauf si Q' G Q. 
On suppose done Q' C Q. L'hypothese Q' P_ signifie qu'il existe a G A?' tel que 
a ^ A^~. Fixons un tel a, qui appartient a A^ par l'hypothese Q' C Q que I'on vient 
de poser. Par definition de P_, A^" est I'ensemble des elements de Aq dont les images 
par les puissances de 9 appartiennent toutes a Aq . Puisque a ^ A^", on peut fixer un 
entier A; > tel que 9~''a ^ A^. 

Notons P" = M"Up" le plus petit espace parabolique tel que Q' C P". II est inclus 
dans P' et l'hypothese (i)*^ {Ho{m) — e'T)TQ, {Ho{m) — e'T) = 1 entraine 0*^ {Ho{m) — 
e'T)TQ,"(i7o(^) — e'T) = 1. Appliquons le lemme 3.5(i). On obtient 

(3) N^'{Ho{m))»\{Ho{m)-e'T)f\. 

Des hypotheses m e Mq{F)- et (jP' {HQ{m) — e'T) = 1 resulte une majoration 

\{Ho{m) - e'T)f\ > |//o(m)^"| - cse'\T\ 

pour une constante C3 > convenable. Puisque a e Aq , on a e-'^a G A^"'. Done 

< e-''a,Ho{m)^" >=< e-''a,Ho{m) > . 

Puisque 9''''a e A^ — A^, l'hypothese TQ{Ho{ni) — eT) = 1 entraine 

< e-^a,Ho{m) »< e-^a,eT > . 

On en deduit une majoration \Ho(m)'^"\ > C4e|T| pour une constante C4 > convenable. 
On obtient 

\{Ho{m)-e'T)f\>{c,e-c^e')\T\. 
En supposant c^e' < c^e, on en deduit 

\{Ho{m)-e'T)f:'\» |T|. 
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Jointe a (3), cette minoration entraine la premiere relation de (2). 

Soient maintenant H',H" G C^~{Ho{'m)). Parce que P est stable par 9, on a 
{OH')m_ = 0{H'j^_). On a aussi H'j^_ = H'l^_ = HM_{m). D'ou 

\eH'-H"\ > \{eH')M_-H%_\ = \eHM_{m)-HM_{m)\ > \e(HM_(m)^) - HMAm)^\- 

Parcc que (f)^[Ho{m — eT)TQ {Ho{m) — eT) = 1, on pent ecrire Ho[m)^ = eT*^ + X — Y, 
avec X = ^^gA^-A'^ ^13'^^ y ^ = S/36A'5 ^Z/^-^' Coefficients et y/^ etant positifs ou 
nuls. Done i/M_(m)^ = eT^_ + X — Ym_, avec Ym_ = '^js^a^-a^ Vpf^M- Remarquons 
que T^_ est fixe par 9 puisque T Test. D'oii 

\eHM_{m)^ - HM_{m)^\^ ^\eX-X + Ym_ - ^(^m)!' 

= \ex - x\^ + \e{YM_) - Ym_ P + 2{ex - x, Ym_ - e{YM_)). 

Les elements X et Ym_ sont orthogonaux, et les elements OX et 9(Ym_) aussi. L'element 
6X est combinaison lineaire a coefficients positifs ou nuls de wp pour /3 G — A^^. 
Done {9X,Ym_) > 0. Pour une raison analogue, {X,9{Ym_)) > 0. On obtient alors 

\eHM_{m) - HM_{m)\ > \e{YM_) - Ym_\. 

Puisque a e A^, on a 

< a,Ho{m) >= 6 < a,T > -2ya- ^ y/s < a, P >> C5e\T\ - 2ya 

pour un certain C5 > 0, puisque les < a, ^ > sont negatifs ou nuls. Puisque a G A^ , on 
a aussi < a,HQ{m) >< Cie'\T\. D'oii 

Va > ^(cse - Cie')\T\. 

En supposant cie' < c^e, on obtient une minoration y^ >> \T\. Puisque 9~''a ^ Aq, 

on a < 6~''zUa,YM_ >= 0, d'ou < WajO^{YM_) >= 0. Alors < zUa,YM_ - 0^{Ym_) >= 
ya » |T|, d'ou \Ym_ - 9''iYM_)\ » |T|. L'egalitc 1 - = (1 - ^)(1 + ^ + ... + 9''-^) 
et le fait que 9 soit une isometric entraine \Ym_ — 9^{Ym_)\ < k\YM_ — 9{Ym_)\- D'oii 
\Ym- — d{YM-)\ » \T\. En rassemblant nos calculs, on obtient la minoration 

\9H' -H"\ » 

qui demontre la seconde assertion de (2) et le lemme. □ 

3.10 Une fonction 

Pour m G Mo(F), posons 

P=MUp;PoCP 

Proposition. Les fonctions £'^{m) et QG(m)0'^(ifo("T.) — T)DQ{m) sont equivalentes. 
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Preuve. Fixons e > que Ton precisera plus tard. Pour m e Mq{F)-, on a I'egalite 

5^ 4>'^{Ho{m) - eT)rQ{Ho{m) - eT) = 1, 

cf. 1.3(2). On pent done fixer Q et montrer que les fonetions (f)'^{HQ{m) —eT)TQ{Ho{'m) — 
eT)£'^{m) et (p'^{Ho{m)—eT)TQ{Ho{m)—eT)(p'-'{HQ{m)—T)QG{'>TT')DQ{'m) sont equivalentes, 
Soit P_ = M^Up_ le plus grand espace parabolique tel que Pq <Z P <Z Q. On introduit 
la fonction 0^ , cf. 2.2. On decompose encore le probleme en deux. On va prouver : 

(1) les fonetions {Ho{m)-T)(j)'^{Ho{m)-eT)TQ{Ho{m)-eT)S^{m) et (l)f_{Ho{m)- 

T)(j)^{Ho{m)-eT)TQ{HQ{m)-eT)(j)^{Ho{m)-T)QG{m)D^{m) sont egales sur Mo(F)^ ; 

(2) les fonetions (1 - (^f_{Ho{m) - T))0^(i7oM - eT)TQ{Ho{m) - eT)S^{m) et 

(l-</.f Ji/oM -T))0«(ifoM -eT)rQ(ifoM -eT)0<5(ifQ(^) _T)1]gMDo''H sont 
toutes deux equivalentes a 0. 

Traitons (1). On se limite a considerer des m e Mo(F)- tels que (f)p {Ho{m) — 

T)(f)^{Ho{m) - €T)TQ{Ho{m) - eT) = 1. Pour a e AJ"", on a une egalite 

/3eAG-A^- 

Parcc que les poids fondamentaux forment une base aigue de ^q, les coefficients sont 
positifs ou nuls. On en deduit une formule analogue 

Puisque 0^ {Ho{m) — T) = 1, on a < vu^, Ho{m) — T >< pour tous les /3 intervenant, 
done 

(3) < w^, Ho{m) - T ><< w^- , Hoim) - T > . 

Les hypotheses m G Mq{F)- et (j)^{HQ{m)—eT) = 1 entrainent une majoration \HQ{m)^\ < 
ce\T\ pour un certain c > 0, a fortiori \Ho{m)^^\ < ce\T\. D'oii | < zu^^ , HQ(m) > \ < 
Cae\T\ pour un certain > 0. On precise e en imposant que pour tout T, on ait I'inegalite 
Cae|T| << ,T > ( pour tout a). Grace a (3), cela entraine 

< Wa,Ho{m) -T >< 0. 

On avait suppose a e A^", mais cette relation est aussi vraie pour a e A^ — A^" grace 
a I'hypothese 0^ {Ho{m) — T) — 1. Mais alors on a Tp{Ho{m) — T) — pour tout P 

propre. Dans la somme definissant S'^{m), il ne reste que la contribution de P = G, qui 
est simplement n(3(m)D^(m). Comme on vient de le voir, on a (lP{HQ{m) —T) — 1 done 
Vtaim) — (f)'^{Ho{m) — T)QG(m) et la conclusion de (1) s'ensuit. 

Traitons (2). On pent supposer P_ 7^ G, sinon 1 — 0^ {Ho{m) — T) — 0. Pour la 

deuxieme fonction, I'assertion est evidente car (1 — 0^ {HQ{m) —T))(fP{HQ{m) — T) = 0. 
Pour tout a e A^ — A^~ , notons simplement -fa la fonction caracteristique de I'ensemble 
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des H e Ao tels que Wa{H) > 0. Le support de 1 — 0^ {Ho{m) — T) est contenu dans 

la reunion des supports des Ta{Ho{m) — T) quand a decrit — A^". On peut fixer a 
dans cet ensemble et se contenter de prouver que la fonction 

fo^{Ho{m) - T)(i)^{Ho{m) - eT)TQ{H^{m) - eT)8'^{m) 

est cquivalente a 0. Dans la somme definissant S'^{m), on regroupe les P en paires {P', P) 
de sorte que A^ = A^ U {a}. II nous suffit de prouver que, pour une telle paire, 
(4) la fonction 

h{Ho{m) - T)(t>^{H^{m) - eT)TQ{H^{m) - eT) 

(np{m)fp{Ho{m) - T)5p{m)D^{m) - np,{m)fp,{Ho{m) - T)5p,{m)Df {m)^ 
est equivalente a 0. 

On fixe e' > que I'on precisera par la suite. En utilisant le decoupage deja maintes 
fois utilise, on peut fixer un sous-groupe parabolique standard Q' G P ct montrer que 
la fonction (4) multipliee par 0*5 (^HQ^m) — e'T)rQ,{HQ{m) — e'T) est equivalente a 0. 

Par hypothese, a ^ Aq". Par definition de P_, il existe done une racine a G Aq — A^ 
telle que sa restriction a A^^ soit a. Fixons une telle racine. L'hypothese (f)'^{Ho{m) — 

eT)TQ{Ho{m) — eT) — 1 entraine une minoration < a,Ho{m) »> e|T|. Si a e A^ , 
riiypothese (f)^'{Ho{m) — e'T) — 1 entraine une majoration < a,Ho{m) >« e'\T\. 
On impose que e' soit assez petit pour que ces deux inegalites soient contradictoires. 
Alors a ^ A^ . Notons Pi = M'_Up'_ le plus grand espace parabolique standard tel que 

P'_ C Q' . Alors a ^ A^-. Cette relation, jointe aux inclusions P'_ C Q' C P et k I'egalite 
A^ = A^' U {(5}, entraine que P'_ C P'. On peut alors appliquer le lemme 3.9 : les 
fonctions 

(f)^'{Ho{m) - e'T)T^,{Ho{m) - e'T)np{m)Sp{m)D^{m) 

et 

(f)^'{Ho{m) - e'T)Tl^,{Ho{m) - e'T)Qp,{m)Sp,{m)D^' (m) 
sont toutes deux equivalentes a 

(l)^'{Ho{m) - e'T)T^,(Ho(m) - e'T)Qp'_{m)5p>_{m)Df- {m). 

Leur difference est done equivalente a 0. Par ailleurs, on a I'egalite 

f^(i/oH - T)fp{Ho{m) - T) = TaiHoim) - T)fp,{Ho{m) - T) 

d'apres Fhypothese sur P et P'. Done la fonction (4), multipliee par (f>^\Ho{m) — 
e'T)TQ,{Ho{m) — e'T), est egale a la difference des deux fonctions ci-dessus, multipiee 
par une fonction bornee. Cela prouve (4) et la proposition. □ 

3.11 Controle de la partie centrale 

On salt que AAa,F est un sous-groupe d'indice fini dans Aq.f (ces groupes sont tons 
deux egaux a Ag si F est archimedien) . Fixons un ensemble de representants b du groupe 
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quotient. Pour tout sous-ensemble X C G{F), notons I'ensemble des g E X tels que 
Ho{g) e b. Notons Hq la composee de Hq et de la projection sur I'orthogonal de Aq. 

Lemme. SoientQ un sous-groupe parabolique standard, w e W'^{L\S) etw' e W^{L\S'). 
II existe un entier D et, quel que soit le reel r, il existe c> tel que Von ait la majoration 

\u;Q,u,M(^'^)M(^^)D\am) < c(l + \Ho{m)\f{l + \HSia)\)-' 
pour tout m e Mo{F)^'^ et tout a e Aq{F)\Ag{F). 

Preuve. II resulte des definitions que, pour tout A e ^^m^.^^,f ^ous k, k' & K, on a 
I'egalite 

ujQ,y,Mam, k, k', A) = e-<^' ^«(">+<^'^'^('^)>a;Q,^,^.(m, k, k' , A) 
= e<"'^«('^)-^^«('^>a;Q,^,^,(m, k, k', A). 

Alors 

^^Q,w,w'{am) ^ / ujQ^y,^^'{m,k,k',X)m^{ax) 

B'{X, a)uj{k~^amk') dX dk dk', 

oil 

B'{X, a)= I B{X + i_i)e<^+f^'''oia)-9HG(a)> 

On peut remplacer I'ensemble d'integration en A par un domaine fondamental X dans 
iA\j^.^^. Alors B'(X,a) est de Schwartz en les deux variables. On remarque que les 

fonctions |i?G(a) — OHoia)] et \HQ(a)\ sont equivalentes. On peut alors trouver une 

fonction B" dc Schwartz sur X, a valeurs positives, dc sorte que I'on ait I'incgalite 
\B'{X,a)\ < B"{X){1 + \HQ{a)\)~^ . Alors WQ,^,^'(am) est majoree par le produit de 
(1 + \HQ{a)\)~^ ct d'une fonction qui a cssentiellement la meme forme que ujq^w.w' {itT'), 
sauf que I'on a supprime I'integration centrale. Cette derniere fonction est cssentiel- 
lement majoree par 5Q(m)~^S^(m)^ par le meme argument qu'au lemme 3.6. On en 
deduit I'enonce. □ 



3.12 Un lemme de convergence 



Soient Q = LUq C R deux sous-groupes paraboliques standard et soient w e 
W'^{L\S) et w' G W'^{L\S'). On suppose Sqiwjw') ^ 0. II existe done un unique es- 
pace parabolique P = MUp tel que Q G P G R et {w,w') e Wq. Pour m e Mq{F), on 
pose 



EIr,^,M = cl>'^{Ho{m) - T)a§{Ho{m) - T)5Q{m)D^{m)uQ,^,^,{m). 
Lemme. Sous ces hypotheses, Fintegrale 

\El,R,n,,w'{^)\dm 



lA^{F)\Mo{F)>,Q 

est convergente. 
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Preuve. Le lemme 3.5 (iv) nous fournit une majoration 

|(i/oM-T)f| « N^^^,iHo{m)) 

pour tout T ct tout m e Mo{F)^'^ tel que (f)^{Ho{m) - T)a§{Ho{m) - T) = 1. On 

a {Ho{m) - T)f = H^{m) - H^im) - Tf . Les hypotheses (p^{Ho{m) - T) = 1 et 
m e Mo{F)-'^ entrainent une majoration |if(^(m)| << \T\. D'ou 

\Hi{m)\« \T\ + \{H,{m)-T)f\, 

puis 

(1) \Hi{m)\«\T\+N^^^,{Hoim)). 

Remarquons que, si I'on considere T comme fixe (comme on le pent ici), la majoration 
(1) entraine plus simplement 

\Hi(m)\«N^^^,(Ho(m)) 

dans le domaine considere. En utilisant cette majoration, le lemme 3.6 et les majorations 
familieres concernant les fonctions et S^, on voit que I'integrale de I'enonce est 
essentiellement majoree par 

/ {l + \Hi{m)\)-'dm 

J AgF)\Mo{F)>.Q 

pour tout reel r. Cette integrale est convergente, d'oii le lemme. □ 



3.13 Comparaison de deux integrales 

On conserve les hypotheses du paragraphe precedent. Soit u un reel strictement 
positif. Notons I^t la fonction caracteristique de I'ensemble des m e Mq{F) tels que 
\H^{m)\ < u\T\. 

Lemme. Sous ces hypotheses, si v est assez grand, la difference entre les deux integrales 



L 



EaR,w,w'im) dm 



Q.R.w.w' 

Ag(F)\Mo(F)>.Q 



et 



L 



EQ,R,y:,yj'{m)l^Tim) dm 

Aq{F)\Mo{F)> 

est essentiellement majoree par \T\~'^ pour tout reel r. 



Preuve. On pent considerer que le domaine d'integration de la seconde integrale est 
I'ensemble des m G Aq{F)\Mo{F)- tels que lurifn) = 1. Ce domaine est contenu 
dans le domaine d'integration Aq{F)\Mo{F)-'^ de la premiere integrale. Notons le 
complementaire du premier domaine dans le second. On va prouver plus precisement : 
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(1) pour u assez grand, on a pour tout reel r une majoration 

/ \Elj,^^^^,{m)\dm «\Tr. 

L 'ensemble est reunion disjointe des deux sous-ensembles 

Vj = A^{F)\{m e Mo(F)^'«; UtH = 0} ; 

VJ = Aa{F)\{m e Mo(F)^'Q - Mo(F)^; l,xr(m) = 1}. 

Compte tenu de la definition de EQj^ ,^ ,^,{m), on pent ajouter la condition (j)'^{Ho{m) — 
T)aQ{Ho{m) —T) = 1. Sur Vj, on utilise la relation (1) du paragraphe precedent, que 
Ton ecrit plus precisement 

\Hi{m)\<c,(\T\+Kv.'iHo(m))). 
Jointe a la condition l^Tiin) = 0, elle nous dit que 

{i^ - c,)\T\ < c,N^^^,{Ho{m)) 

et 

{l-^)\Hg{m)\<c^N^^M{m)). 
On suppose v > Ci. On en deduit une majoration 

\Hiim)\ + \T\ « <^,(i/o(m)). 

En utilisant le lemme 3.6 et les majorations habituelles des fonctions Dq et S^, on voit 
que I'integrale 

/ \EQ,R,yj,A'm)\dm 

est essentiellement majoree par 

ITI"'- ! {l + \H2{m)\)-'' dm 

Jaq(F)\Mo{F) 

pour tout reel r. Cette derniere integrale est convergente, d'oii la majoration 

/ \EQ,R,^,Am)\dm«\T\-\ 

Traitons maintenant I'integrale sur Dl". Le lemme 3.5(iv) nous fournit la majoration 

|(iJoM-T)f| «<^,(iJoM) 

pour tout T et tout m G Mo{F)-''^ tel que (f)^ {HQ^m) —T)d'Q{HQ{m) —T) = 1. Supposons 
de plus m ^ Mq{F)-. 11 cxistc done a G Aq tel que < a,Ho{m) >< 0. Necessairement, 
(puisque m e Mo{F)^''^). On a 

< a, {Ho{m) - T)f >=< a, Ho{m) - T > + <a,{T - Ho{m))^ > . 

Le premier terme est inferieur ou egal a — < q;,T >. Le second est negatif ou nul : 
I'hypothesc (tfl{HQ{rn) — T) = 1 entraine que (T — Hoi^m))^ est combinaison lineaire a 
coefficients positifs ou nuls de ^ pour (3 e Aq et on a < a, /3 >< pour tout tel (5. Done 

< a, {Ho{m) -T)f><-<a,T>. 
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A fortiori \{Ho{m) — T)2\ » \T\, ce qui prouve la majoration 

|T| « iVi^,(/7oM) 

pour tout m E Mo{F)^'^ - Mo{F)^ tel que (f)^{Ho{m) — T)aQ{HQ{m) — T) = 1. En 
utilisant encore le lemme 3.6 et les majorations habituelles des fonctions Dq et S^, on 
voit que I'integrale 



\EQ,R,yj,Am)\dm 



est essentiellement majoree par 

\Tr [ (1 + \H^{m)\flMm) dm 

pour un certain entier D et pour tout reel r. La derniere integrale est convergente et 
essentiellement bornee par \T\^ pour un certain entier D'. On en deduit 

pour tout reel r. Cela prouve (1) et le lemme. □ 



3.14 Un lemme d' equivalence 

Posons 

Q,R;PoCQcR weW(^{L\S),w'eW(^{L\S') 

= E E s^{w,w')4>^{Ho{m)-T)a^{Ho{m)-T) 

Q,R;PoCQcR weW(^{L\S),w'eWG{L\S') 

6q {m)D^ {m)ujQ^y,^^: (m) . 
Lemme. Les fonctions E'^{m) et JlG(m)0'^(Lfo("^) — T)D^{m) sont equivalentes. 

Preuve. Dans la somme definissant S^{m), on pent glisser une sous-somme 

E 0^(i/oM-T)r|(i/oM-T) 

Q;PoCQcP 

puisque celle-ci vaut 1. En utilisant le lemme 3.7 (i) et (ii), on pent alors, a equivalence 
pres, remplacer la fonction flp{m)Sp{m)D^ {m) par 

E i^Q,w,w'{rn)5Q{m)DQ{m). 

On a aussi I'egalite 

TS{Ho{m)-T)fp{Ho{m)-T)= E ^Q(^o(m)-T), 

R;PCR 
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cf. 2.2(1). A ce point, on a montre que S^{m) est equivalente a 

Q,R\Po(lQ<ZRw(^WC!{L\S),w'(^WC!{L\S') 

P;QcPcR,{w,w')eyV^ 

La derniere somme est egale par definition a Sq{w,w'), done I'expression ci-dessus est 
egale a E'^{m). Done E'^{m) est equivalente a S'^{m). La proposition 3.10 nous dit que 
£^{m) est equivalente a la deuxieme fonction de I'enonce. □ 



3.15 Preuve de la proposition 3.4 

Que I'expression definissant soit absolument convergente resulte du lemme 3.12. 
Fixons un reel v > Q que Ton precisera plus tard. Introduisons I'expression 



ii— I {m)\vT{'i^) dm. 

J AMF)\Mn(F)> 



I A^{F)\Mo{Fy- 

EUe aussi est absolument convergente. Le lemme 3.13 nous dit que 

limr-^oojl -Ji =0. 

Pour m e Mq{F)-, posons 

V'M = nG{m)D^{m)k^{m) - E'^ {m)l^Tim) . 

Remarquons que toute integrale sur Aq{F)\Mq{F)- se decompose en produit d'une 
integrate sur Mo{F)-'^ et d'une integrale sur Aq{F)\Ag{F), cf. 3.11 pour la definition 
de Mo{F)-'^. On decompose — jf en + jj, ou 

iMo(F)>.b JaeAMF)\AG{Fy,\Hg{a)\>\T\ 



— / '4>{am)dadm. 

Jmo{F)>,^ JaeA^ (F)\Ag (F) ; | Hg (a)\<\T\ 



Dans la premiere, on utilise le lemme 3.11. On peut I'appliquer a chaque fonction inter- 
venant dans la definition de E^{m), ainsi qu'a la fonction Q.Q{m)DQ{m) qui en est un 
cas particulier. Ce lemme nous fournit une ma j oration 



\^{am)\ « (1 + \Ho{m)\)^{l + \H^{a)\)-^ 

pour un certain entier D et pour tout reel r. L'integrale en a est essentiellement majoree 
par \T\~'^ pour tout reel r. L'integrale en m porte sur un domaine oii \Ho{m)\ « \T\ car 
une telle incgalitc est verifiee sur I'intersection de Mq{F)-'^ et dcs supports des fonctions 
K^{am) ou li^T(am). L'integrale en m est done essentiellement bornec par \T\^ pour un 
certain entier D' . II en resulte que limT-^ooj'i = 0- Considerons jj. Si u est asscz grand, les 
conditions m e Mo(F)-''^, \H^{a)\ < \T\ et K^{am) = 1 impliquent \Ho{am)'^\ < u\T\. 
On ne change alors rien en multipliant la fonction Q,G{o-'fn)DQ {am)k^ {am) par li,T{am). 
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Pour m e Mo(-F)-, on a (m) = (l)^{Ho{m)-T). Le lemme 3.14 nous fournit pour tout 
r une maj oration 

\^{am)\ « |r|-'' 

sur le domaine d'integration de jf, pour un certain entier D et pour tout r. De nouveau, 
I'integrale de cette fonction sur le domaine lyT(a"T.) = 1 est majoree par \T\~^ pour tout 
r. Done lirriT ^ooil = 0. Cela acheve la preuve. □ 

3.16 Definition de (G, M)-familles 

Posons M^.,, = 0-\Mdisc)- Soit t e W^{Mdisc\M'aiJ, c'est-a-dire que t e W^/W^disc 
et t{M'^-^^) = Mdisc- Soit u e [ta',uja]. On fixe un automorphisme unitaire A,, de tel 
que (to"')(x) o = cj(a;)yli^ o (t^^{x) pour tout a; G M^isciF). Par fonctorialite, il definit 
des homomorphismes entre differentes representations induites. Notons cu I'operateur qui, 
a une fonction ip sur G{F), associe la fonction g uj[g)(p{g). Lui-aussi definit des ho- 
momorphismes entre certaines representations induites. Pour A e '^'^*Mmsc,f^ introduisons 
I'operateur 

A{t,u]K) : 7r^-i(^+^) = Ind%{a[-,^^^^)) ^ tta = Ind^{aA) 

defini par 

A{t, V- A) = Rs\t{s'){(yK) o l{t) o A-^u-\ 

II verifie la relation d'entrelacement uj{g)7r/^{g) o A{t, u; A) = A{t, u; A) o 7r^-i(-A_,_j,)(5')- 

Pour S"' G V{Mfiisc)-i on definit la fonction (A, A) i/; A, A, S") des deux variables 

\KeiA*M^_p par 

i/; A, A, 5"') = i/; U' - i/)^', J5„|5((JtA'-j.)"^ o Jsn\s{at\'-i,+K)u) 

{Js"\s{(yt\'-v)~^ O -^5"|5(0-iA'-i/+A)t', ^(t, V\ t\' - v)u'). 

Pour A fixe, la famille {(pit^u^X, S"))s"£V(Maisc) fonctions en A est presque une 
(G, Mcij5c)-f3'mille et meme presque une (G, M^isc)-^^'^^'^ p-adique dans le cas oii F 
est non-archimedien. "Presque" parce que les fonctions ne sont pas forcement C°° : il 
pent y avoir des singularites. Etudions cette question de regularite. En convertissant 
les operateurs d'entrelacement en operateurs normalises, on pent recrire la definition de 
v] A, A, S") sous la forme 

(j){t, V] A, A, 5"') = rsi>\s"{(Tt\'-u)~^rs»\s»{(Tt\'-v+A) 

{A{t, z/; t\' - u)v', Rs>'\s{(Jty-u)~^ o Rs"\s{(^tx'-u+A)u) 
{Rs"\s{(^t\'-i^)~^ o Rs>>is{atx'-i.+A)v, A{t, tX' - p)u'). 

Posons 

On pent ecrire 

Ht, V] A, A, S") = rs\s{(yt\'-v)~^rs\s{(yt\'-u+\)(t>reg{t, V] A, A, S"), 

oil 

(l>reg{t, V\ A, A, 5"') = T S" ,reg{crt\' -v)~^T S" ,reg{cft\' -v+k) 
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{A{t, ly; tX' - u)v', Rs»\s{(7tx' -v) ^ o Rg^^si'^ty-u+Aju) 

iRs"\sicrty-u)~^ o Rs"\sicrtx'-u+A)v, A{t, u; tX' - v)u'). 

Grace a 1.10(5), la fonction (pregitjiy; X,A, S") est reguliere en A et A. La famille 
{4>reg{t, u; X, A, S"))s"^viMaisc) vraiment una (G, M)-famille, p-adique dans le cas ou 
F est non-archimedien. Toutes les singularites de la famille de depart se concentrent dans 
la fonction rs\s{o-ty-uy^rs\s{(^tx'-u+A) en facteur. 

Soit Q = LUq G J^{Miiisc)- On deduit de la famille (0(t, u; X, A, S"))s"eP(Mdisc) 
mille I/; A, A, S"^))g„L^^L(^MMs.)^ "^'^^^ ^^^^^ ^' ^' S"))s"&'P(Mdisc),s"cQ- 

Pour X e Al,f et 5"' e V{Mdisc) tel que 5"' C Q, on a defini en 1.6 la fonction 

egf [^"'(X; A) = / 0f„(y - T[,5"])e<^'^> dY 

{(j)gn est la fonction combinatoire de 1.3, qui n'a rien a voir avec les fonctions de la 
(G, Mdj5c)-famille) . On pose 

0S^^^^(t,i/,X;A,A) = ct^{t,v-X,A,S")efJ^'"\x-K). 

S"&ViMdUc),S"CQ 

On definit de meme (f)^^Jf^^.^^{t,i',X;X,A). Rappelons que Ton a pose A' = 9~^X. On 
pose 

e{t,p]X) = rs\sMrs\s{(^tx'-i.)~^- 

Lemme. (i) Pour X en position generale, la fonction A i->- ^^/^^^(t, z/, X; A, A) est 
reguliere en A — X — tX' + u. 
(a) Les fonctions 

A ^ <f>?£,M,Jt, ^, X;X,X- tX' + u), 
X !->■ e{t, u; A) 

sont C°° sur i^^.F- ^ archimedien, toutes leurs derivees sont a croissance lente. 
(Hi) On a I'egalite 

^mIJ^: X; A, A - tX' + u) = e(t, u; A)</.SJ^^^^^(t, i/, X; A, A - tX' + v). 
(iv) Comme fonction de X, 0^/^ {t^ ^) X;X,X — tX' + u) ne depend que de la classe 



Preuve. Supposons d'abord F non-archimedien. La discussion ci-dessus montre que 
I'on a I'egalite 

'^mIJ^' ^' ^) = 'r's\s{'^t\'-u+A)rs\si'^t\'-uy^<f>?;lM,iJi, ^> X; A, A). 

La dcrnicrc fonction est C°° cn A ct A d'apres le lemmc 1.6. Le facteur r g^g{aty -,y+A)i^ sisi'^tx' 
est cvidcmmcnt regulicr cn A = X — tX' + u pour A en position generale. 11 vaut alors 
^s\s{'^x)''^s\s{'^t\'-u)~^- Pour prouver (ii) et (iii), il reste a montrer que ce dernier terme 
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est regulier en A. Par risomorphisme ua-i, ~ ta', on a aty-u ~ uj~H{ax o 6). Par trans- 
port de structure et parce que les facteurs de normalisation sont insensibles a la torsion 
par le caractere u), on a r§^s[atxi-u) = ?'e>t-i(5)|6»t-i(s)(cA)- Mais alors, le quotient 

fs\s{(^\ys\s{(^t\'-v)~^ = f's\s{(^\)fet-^{s)\et-^{s){(^\Y^ 

est regulier d'apres 1.10(5). 

Supposons maintenant F archimedien. Le meme raisonnement prouve les assertions 
de regularite. Pour montrer I'assertion de croissance lente, le lemme 1.4 nous ramene a 
prouver que que 

- les derivees des fonctions intervenant dans la definitions des termes (pregit, v\ \ A, 5"') 
sont a croissance lente ; 

- les derivees de la fonction Ts\s{p\)'^s\s{pt}^ -v)~^ sont a croissance lente. 

Les operateurs d'entrelacement normalises out des derivees a croissance lente. Les 
autres fonctions intervenant sont toutes de la forme f g^^g^io g^^gjyo oia 81,82 G 
V{M(iisc) et fj. depend lineairement de A. L'assertion resulte de 1.10(5). 

Preuve de (iv). Pour Y e ^a^.f, I'egalite suivante resulte des definitions 

<PilM, i^,X + Y;X,X- tX' + u) = e<'-'''^'^'''><P^^lJt, u, X;X,X- tX' + v). 

Evidemment e<-^~*'^''^^ = 1. En comparant les restrictions a Aq{F) des caracteres cen- 
traux des representations ucr ct ta' , I'isomorphisme uja-i, ~ ta' et le fait que uj soit trivial 
sur Aq[F) entraine que Vq e ^>^a- f- Done e^'^'^^ = 1. Cela prouve (iii). □ 



3.17 Definition d'une nouvelle integrale 

Pour deux sous-groupcs paraboliques Q = LUq,R G J^{Mdisc) tels que Q G R et 
pour t e W'^{Maisc\M'^isc)^ notons SQ{t) la somme des 

^ ^•jdim{ajQj)—dim{aQ) 

sur les espaces paraboliques P = MUp tels que Q C P C R et t9^^{P) = P. Cette 
derniere condition equivaut a 7ot~^ G Pi^) (o^i 011 identifie t a un relcvcmcnt dans K). 
La condition SQ{t) 7^ equivaut a cc qu'il existe un et un seul P verifiant ccs conditions. 
Soient t e W^{Mdisc\M'^-gJ et u e [ta',uja]. Posons 

KR,t,u = rnes{zA*M^_^)-' f a§{X - T[Q]) 

JAl,f/Aa^,f 

I B{X)(f)2iljt, ly, X;X,X- tX' + v) dX dX. 

Lemme. Si SQ{t) ^ 0, Vexpression Eq^^^^^ est convergente dans Vordre indique. 



Preuve. La convergence absolue de I'integrale interieure resulte du (ii) du lemme 
precedent et du fait que B est de Schwartz. Puisque Aal,f est d'indice fini dans Al,f-i 
on pent fixer Xq e Al,f et prouver que I'expression 

I a§{X + Xo-T[Q])\ [ B{X)cp'^ljt,u,X + Xo;X,X-tX' + u)dX\dX 

JAaj^,f/Aa^,F •^'^Mdis.,F 



73 



est convergente. II resulte des definitions que 

</.£L(t, i^,X + Xo; A, A - tX' + 1^) = e<^-'^'-"''''>(l>2iljt, X^; A, A - tX' + v). 
Ainsi I'expression ci-dessus est de la forme 

I a^{X + Xo- T[Q])\ I S'(A)e<^-*"''^> dX\ dX, 

ou B' est une fonction de Schwartz. En utilisant I'egalite 

< A - tx', X >=< A, (1 - er^)x >, 

on voit que I'integrale interieure est essentiellement majorcc par (1 + |(1 — 9t^^)X\)^^ 
pour tout reel r. Pour demontrer la convergence cherchee, et puisque T pent etre ici 
considere comme une constante, il suffit de prouver que I'on a une majoration 

(1) \x^\ «i + \T\ + \(i-er^)x\ 

pour tout T et tout X e Aal,f tel que 5-q(X + Xq — T[Q]) — 1. Puisque Xq est fixe, 
cela resulte par translation par —Xq d'une majoration 

\{X-T[Q])^\«l + \{l-9t-')X\ 

pour tout X e Al tel que 5-q(X — T[Q]) — 1. Pour mieux comprendre la situation, 
introduisons un element s e tel que s{Q) soit standard. Posons Q' — s{Q) — L'Uq', 
R' = s{R). La majoration prcccdente resulte de la majoration 

(2) |(X - T)f,| « 1 + \{sdt-\s-^ - 1)X\ pour tout X G Au tel que ag,{X) = 1. 

La condition Sglt) 7^ se traduit ainsi : il existe un unique espace parabolique P = 
MUp tel que C P C i?' et e{st)s~^ G W^^ , autrement dit st) ^ 0. On applique 

le lemme 3.5(iv) en y remplagant les termes Q, -R, 5', w, w', H par Q\ R', Pq, s, st, X (ces 
donnees verifient les conditions de ce lemme). Ce lemme implique 

\{X-Tf,,\«N^;AX). 
Mais, par definition de ce dernier terme, on a 

N^;jx) «i + \{set~'s-'-i)x\. 

Cela prouve (2) et le lemme. □ 



3.18 Apparition des (G, M)- families 

Solent Q = LUq C R deux sous-groupes paraboliques standard et soient w e 
W^{L\S), w' e W^mS') deux elements tels que s^{w,w') ^ 0. On note P = MUp 
I'unique espace parabolique tel que Q G P G R et {w,w') G Wq. On pose 



J AMF)\Mo{F)>-Q 
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/ a^{Ho{m) - T)(t)^{Ho{m) - T)5Q{m)D^{m)uQ,^,^,{m) dm. 

J Aq{F)\Mo{F)>.Q 



Le but du paragraphe est de definir une approximation plus explicite de -Eq^^^,. On 
pose 

On idcntific commc toujours un element t G W-^ {Mdisc\Mj-^^,) a un rclcvcmcnt dans VV^. 
La condition que t appartienne a w~^W^w' ne depend pas du relcvement clioisi. D'autre 
part, on voit que, pour t dans I'ensemble de sommation, on a •s^-i(q)(^) = Sq{w,w'). 
Notre hypothese est que ce nombre est non nul. Les termes E^.i^^^ ^ ^ sont done 

bien definis d'apres le lemme precedent. 

Lemme. On a une majoration 
pour tout reel r. 



Preuve. Fixons un reel C > 0. Notons ici I^t la fonction caracteristique de I'ensemble 
des H ^ Aq tels que \H\ < QTl (ce n'est pas la meme fonction qu'en 3.13). Notons 
^'g'iiww' 1^ variante de I'expression Eq -^,^^^, oil on glisse la fonction (m)) dans 

I'integrale. Notons eI.qj^^^, la variante de E'^.q j^,^,^^, oil on glisse la fonction 
dans Ics intcgralcs dcfinissant chaque E^-i(q) j,- H resulte de 3.13(1) que, si C, est 

assez grand, on a la majoration 

I — F^'^ I ITI"'' 

\^Q,R,w,w' ^Q,R,w,w'\ K I 

pour tout reel r. De meme, en reprenant la preuve du lemme 3.17, il resulte de 3.17(1) 
que, si ( est assez grand, on a la majoration 

I rpT fT^'C I IT'I^'' 

\''^*;Q,R,w,w' ^*;Q,R,w,w'\ K I 

pour tout reel r. On fixe ( tel qu'il en soit ainsi. II nous suffit alors de majorer 

lEQ'i^,^, - mes{A^{F),)-'El;l^^^J. 

Pour m e Mo(F)-''^, on a I'egalite (()^{H(i{m) — T) — «;^'^(m), ce dernier terme 
etant I'analogue de K^{m) quand on remplacc G par L, cf. 1.14. On a aussi trivialement 
all{Ho{m) -T)= d^{HL{m) - T). Alors ^^J;^,^,^, est I'integrale sur >lc(F)\Mo(F)^'« 
du produit de DQ{m) et de 

l^T{Hi{m))d§{HL{m) - T)/€^'^(m)(5Q(m)a;Q,^,^,(m). 

Cette dernierc fonction est definie non seulement pour m G Mq{F), mais en tout point 
de L{F). EUe est biinvariante par K fl L{F) (cela resulte de la presence d'une integrale 
sur K X K dans la definition de ujq^u),w'{9), cf. 3.4). En se rappelant la definition de la 
fonction 0^(171), cf. 1.2, on voit que 

Eli,^,^^ = / lCT(^f (0)^q(^40 - T)K^'^{l)SQ{l)ujQ,^,^il) dl. 

Jaaf)\l{f) 
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L'integrale sur Aq{F)\L{F) se decompose en une integrale sur X e Al,f/ Aaq,f d'integrales 
portant sur A^,{F)\A^,{F)L{F; X) (on rappelle que L{F; X) est I'ensemble des I e L{F) 
tels que Hl{1) = X). Precisement 

41^,.' = / lcT{X^)dS{X - T)el^^^,{X) dX, 



ou 



J A^{F)\A^[F)L{F-X) 

Fixons X. Revenons a la definition de ujQ^u>,w'i^), cf. 3.4. C'est une integrale portant 
sur K X K X iAt,r p. Ces integrales commutent entre elles et commutent a l'integrale 
ci-dessus sur A^{F)\Aq{F)L{F; X) car celle-ci est a support compact a cause de la 
fonction k^''^{1). On obtient 

el,^,A^) = I i?(A)m^((7A)a;5,^,^,(X, A) d\ 
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w A) = / [ UQ,n.M^, k, k', X)uj{1)Sq{1)k'^^^{1) dl Uj{k~'k') dk dk' . 

J KxK J Aq(F)\Aq{F)L(F-X) 

Fixons A que I'on suppose provisoirement en position gcncralc. Introduisons les representations 
Pwx = Ind^f^g^^j^{{wa)^x) ct p^,,^ = Ind^,^s,-^^^{{w'a')nj'\') de L{F), que Ton realise 
dans les cspaces V^^^f^g-^^j^ et Kj/o-' u)'(S')nL- Po^^ k,k' G K, introduisons des elements 
Uu,{k',X),Vy,{k,X) e V^^,^(5)nL et u'^,{k, X'),v'^,{k' , X') e V^v',«;'(5')nL definis par 

v^{k, A) = {RQ^i^(s){{wa)^x) o 7(w) o TTxik)v)KnL{F): 

u'w'ik, A') = (-Rq^,|^'(5')((^'(7')«^'A') o 7(^0 ° T^'x'{k)u')KnL{F), 

v'^,{k',X') = {RQ^,\w'(S'){{w'a')^>x') o o 7r'y{k')v')KnL{F)- 

Les termes entre parentheses de ces expressions sont des elements de V^a , resp. V^^. n , 
Vw'a' Q n Vw'a' Q ■ Par definition de ces espaces, ce sont des fonctions sur K. L'indice 
final K n L{F) signifie que I'on prend leurs restrictions k K r\ L{F). On obtient des 
elements des espaces indiques. Avec ces notations, la definition de i^g^w^^'i-^^ recrit 

'^Q,w,w'{X^^) =^w,w'{(^\) I I Mk,X),p^x{l)uu,{k',X)) 

JkxK J Ag{F)\A^{F)L{F;X) 

{pl'yilWn,'ik',X'),ul,{k,X'))u{l)K^'^{l) dlu{k'k-^)dkdk'. 

Notons que le Sq{1) disparait dans la transition entre induites pour G{F) et induites 
pour L{F). L'integrale interieure est de la forme de celles considerees en 1.14, le groupe 
ambiant G de ce paragraphe etant remplace par L et le tore D etant Aq. On deduit 
des constructions de 1.14 une valeur approchee de tt;Q A), notons- la A). 
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On I'etudiera plus loin. Le theoreme 1.14 entraine I'existence d'un reel c > et d'une 
fonction lisse et a croissance moderee C sur iA\j^.^^^p de sorte que Ton ait la majoration 

Definissons au moins formellement 

r^iX) = I ^ i?(A)m^(a,)r5,,,,,(X, A) dX, 

R^Q%,.,^' = / lcT{X^)~a^{X - T)rl^^^,{X) dX. 

On obtient 

- < e-^l^l / lcT(X^)ag(X - T) dX 

Ces calculs sont justifies par le resultat suivant : 

(1) le membre de droite de I'expression ci-dessus est convergent ; il est essentiellement 
majore par \T\~'^ pour tout reel r. 

A cause de la fonction If^xiX'^), I'integrale en X est convergente et essentiellement 
majoree par \T\^ pour un certain cnticr D. II suffit done de prouver la convergence de 
I'integrale en A. Puisque B est de Schwartz, celle-ci resulte de : 

(2) |m«(aA)r^,.KaA)m^((^/;a)^A)-V2^^((^^V)^.A')-'/'l = 1- 
On rappelle que 

On a I'egalite 

D'apres la definition de et les proprietes usuelles des facteurs de normalisation, on a 

= ^R5)nL)|{«,{5)nL)((^'^)-A)- 

On utilise 1.10(4) dans G et dans L. Parce que d{a) = d{wa) et mF{ax) = 'm'^{{wa)u;x), 
on en deduit 

De meme, on a 

L'assertion (2) en resulte, puis (1). 

Pour demontrer le lemme, il nous reste a prouver I'egalite 

(3) = mes{A^{F\)-'E^^%^^^^,. 
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Pour cela, il faut revenir a la definition du membre de gauche, et d'abord du terme 

rQ^^,(X, A). On suppose A en position generale et on dedouble la variable A. Plus 
precisement, on conserve inchangcs les termes ou intervient la variable A' = ^^^^A et, 
dans les autres termes, on remplace A par G i^*M^i^^,F- -^^ particulier, on effectue cette 
substitution dans la definition de Yy,^^i{ax), qui devient un terme dependant de A' et 
notons-le r^,«,'(A', /i). D'apres les definitions ci-dessus, d'apres celles de 1.14 et la formule 
(2) de ce paragraphe, „, A) est la valeur en // = A d'une expression composee de : 

- une integrale sur (A;, k') & K x K ; 

- une somme sur les sous-groupes paraboliques 5*1 = MiUi tels que G Si G Q ; 

- une somme sur s e W^{Mi\w{Mdisc)), s' G W^IMi\w'{M'^-^J) ; 

- une somme sur i/ e [s'w'a', ouswa] ; 
le terme que Ton somme est 

(4) Cr^^^,{X', fi)u{k'k-^)d{a)-h'^_f{X; swu - s'w'X' + v) 

iJ{§,nL)\{s'w'{S')nL)ii^''<^''^')s'w'X')oi{s')^^^^ 

{^°^i^°J{S^nL)\{sw{S)nL){{swa)snj^d°l{s)vw{k,fJ,),J^^^^ 
ou 

C = mes{iA*M^^^^^Fy'mes{Aa{F),)-\ 

On fait disparaitre le terme r^ „,/(A',/x) en retablissant les operateurs d'entrelace- 
ment non normalises dans les definitions des elements Uyj{k',fi), etc... Notons Uw{k',fi) 
etc... les elements definis a I'aide des operateurs non normalises. La propriete usuelle de 
compatibilite des operateurs d'entrelacement a I'induction conduit a I'egalite 

{JsMQj{{swa)swt,) o 7(s) o JQjw{s){{wa)y,^) o ^/{tv) o 7rf,{k')u)KnL{F)- 

D'apres les definitions, la distance entre les deux sous-groupes paraboliques Si et sw{S) 
est la somme des distances entre Si et s{Q^) et entre s{Q^) et sw{S). Par composition 
des operateurs d'entrelacement, on obtient 

J{S,nmsw{S)nL)ii^'>^'^)sw^,)o^{s)u^{k' , = {Js,\sw(S){iswa)sy,^,)o^{sw)o7i^{k')u)KnLiF), 
puis 

^°^'^°J{h^nL)\isw{S)nL)i(^'^'')sw^)onf{s)u^{k',^i) = 

{uoA^o Jsi\sw{s)iisw(^)swtJ,) o 7(sw) O TT^{k')u)KnL{F)- 

11 y a la un abus d'ecriture : le premier lj porte sur des fonctions sur Kr\L{F), le second 
sur des fonctions sur K. De meme 

■^f5inL)|(y«;'(5')nL)((«'w''^')5WA') °7(s')v^„'(/s', A') = 

{Jsi\s'w'{S'){{s'w'a')s'w'\') o 7(sV) O 7r'y{k')v')KnL{F) 

Le premier produit scalaire de I'expression (4) (transforme comme on I'a dit ci-dessus) 
s'ecrit done 

/ {{Jsi\s'w'iS'){{s'w'a')s'nj'x') o 7(sV) o n'y{k')v'){h), 

JKnL{F) 
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(uoA^o Jsi\sw{S)((swa)swu,) ° ^(sw) o 'K^(k')u)(h)) dh. 

On peut commuter I'operateur Try{k') aux operateurs qui le precedent et remplacer le 
premier terme par 

{Jsi\s'w'{S'){{s'w'a')s'w'X') o -f{s'w')v'){hk'). 

On pent commuter I'operateur 7r^(A"') aux operateurs qui le precedent, mais, d'apres la 
definition de u, la commutation a cet operateur fait sortir un terme uj{k')~^. On peut 
done remplacer le deuxieme terme par 

uik'y^iuo o Js^\^^(^g){{swa)su,fi) o l{sw)u){hk'). 

On se rappelle que dans (4) figure une multiplication par uj{k') et que Ton doit integrer 
tout cela en k' e K. Apres ces operations, le premier produit scalaire de (4) devient plus 
simplement le produit scalaire 

{JsiWw'(S'){{s'w'a')s'yj'x') o 'y{s'w')v',uj_o o Js'\sw{S){{swa)syji,) o 'y{sw)u), 

ou encore 

{A-^ o uT^ o Js,\s'w'{S')iWw'a')s'^v'\') ° 7{s'w')v', Js'\sw{S)iis'wa),^i,) o 'y{sw)u). 

On traite de meme le second produit scalaire. On obtient que rQ ,^^^,{X, X) est la 
valeur en /i — X d'une expression composee de sommes sur les 5*1, s, s', v de termes 

(5) Cd((7)-^egf (X; sw\x - s'w'X! + v) 

{A-^ our^ o Js^\s'w\S'){{s'w'a')s'y,>x') ° 'y{s'w')v', Js'\sw(S)iiswa)snjf,) o 7(sw)m) 

{Jsi\sw{S){{swa)syjtJ,) o'-f{sw)v,A-^ ouT^ o Jsi\s'w'iS')i{s'w'a')s'w'\') ° 7{s'w')u'). 

L'ensemble de sommation [s'w'a'; uswa] est celui des u G iA^^ p tels que s'w'a' ~ 
u}{swa)_y. Posons t = w~^s~^s'w' . C'est un element de W"^ {Mdisc\M'^-gJ . L'application 

[ta'; oua] — >■ [s'w'a'; uuswa] 
V !->■ swv 

est bijective. Plus precisement, remarquons que toutes les representations cr, ta' , swa et 
s'w'a' se realisent naturellement dans le meme espace V„. Soit v e \ta';uja], introduisons 
un automorphisme unitaire A^ de tel que {ta'){x) o A,, = u{x)A,y o a^,y{x) pour 
tout X G Mdisc{,F). Alors A^, verifie aussi s'w'a'{x) o Ay = u}{x)Ay o [swa)-swv{,x) pour 
tout X e Mi(F). On peut done remplacer l'ensemble de sommation [s'w'a'^ujswa] par 
\ta']ijja\, en remplagant v par swu, tout en prenant Aswv — A^. Rappelons que les 
operateurs intervenant dans (5) sont en fait deduits par fonctorialite de ces operateurs 
Ay. On verifie I'egalite 

K^°<^~^oJsx\s'w'{s')i.i.s'w'a')s'w'\')oi{,s'w') = Js^\,,^,^s'){{swa)s'w'X'-swu)o'y{s'w')oA~^our 
Comme en 3.16, on introduit I'operateur 

A{t, u; A) = Rs\t{S')i<TA) o -fit) o A-^ o uT^ : Ind%{a't-^j^^y^) Ind^ia^)- 
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On calcule 

Jsi\s'w'{S'){{swa)s'w'X'-swiy) o 7(s'w') o A~'^ o uT'^ = rs^is>^'(s'){{swa)s'w'y-swu) 

Rsi\s'w'{S'){{swa)s'w'x'-swi^) o ^{s'w') o o uT^ 
= rsi\s'w'{s')iiswa)s'v,'\'-swu)Rsi\swis)iis'wa)s'w'x'-swu) o 7(sw) o A{t, u; tX' - u) 

= '^5i|s'i(;'(5')(('5'"^^)s'if'A"-s«>!/)'^su,(5)15i((sW(T)s'„'A'-sji>!/) 
■^s«;(5)|5i((s^f^)s'«;'A'-sw)"^ 7(SW) 0>l(i,i/;a' - u). 

La deuxieme egalite necessite que nos relevements verifient t = w^^s^^s'w, cc que I'on 
peut supposer. Un calcul analogue vaut si I'on remplace 5" par S'. En utilisant cn- 
suitc Ics proprietes d'adjonction des operateurs d'entrclacement, on voit que Tq ^ ^/{X, A) 
est la valeur en = A d'une expression composee de sommes sur les Si, s, s' comme 
precedemment et sur u e [ta', oua] de termes 

(6) Cegf^{X; sw/i — s'w'X' + swi')r{Si, s, s'; s'w'X' — swv) 

s'w'X'— swu 

(7(w"^s"^) o Js,\sw(s)iiswa)s'w'x'-swu)~'^ o Js'\sw{S){{swa)snjfj.) o7{sw)v, A{t, z/, tX' - p)u'), 
oil, pour ^ e ^>^Mg,,F) on a pose 

r{Si,S,s']C) = d(CT)~V5i|s',„/5/((sWCT)^)r5^(5)|5i((sw)^)r5j|^,^,5,((sWCT)^)r,^(5)|5^((sw)^). 

En utilisant 1.10(3), on obtient 

Puisque d{a) = d{swa), ceci n'est autre que m'^{{swa)^)~^, lui-meme egal a m'^((Tu,-is-i^). 
Pour ^ = s'w'X' — swu, on a Cyj-ig-in = crtx'-v — '-^~^{tcr')tx' = '^"^^((ca) ° La mesure 
de Plancherel est invariante par automorphisme et on verifie facilement qu'elle est aussi 
invariante par torsion par un caractere unitaire. On obtient r{Si,s,s'; s'w'X' — swu) — 

On peut remplacer la sommation sur s' par une sommation sur t = w~^s~^s'w' . Get 
element decrit I'ensemble W^^(Mdi,c|M^i,c) ^ w-'^W^ w', en identifiant pour simplifier 
le premier ensemble a un ensemble de representants dans W*^. On peut remplacer la 
somme en ct s par unc somme sur 5"' = w~^s~^{Si). Ce parabolique decrit I'ensemble 
V'"~'(^\Mdisc) des S" e V{Mdisc) tels que S" C w'^iQ). On a les egalites 

7(w~^s-^) o Js^^^^^s){{swa)s'w'X'-sv,u)~^ o Js^\,^^^s){{swa)sv,t,) o -^{sw) = 

Js"\s{^tx'-u) ^ ° Js"\s{^n)j 

s'w'X' —swv 

Js"\s{'7tx'-vY^ o Js"\sicrn), 
e^^ {X,swiJ, — swX + swv) = Sg,, [w X, jj, — tX + v). 
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En utilisant les definitions de 3.16, I'expression (6) se recrit 

Cm'^{ax)-^es^'^^^''^^^"\w-^X, i^-tX' + iy)(j){t, u;X,ji- tX' + i/, S"). 
En sommant sur 5"', on obtient 

Cm^ia,)-'<l>Zy^^it, V, w-\X)- A, ^ - + v). 
A ce point, le lemme 3.16 nous autorise a egaler /i k X. On obtient finalement 

rl^,AX,X)-Cm^M-' E 

I^G[tlT',CiJ<T] 

En appliquant les definitions, on obtient ensuite 

Rq%,^,^'-C E E / lcT{X^ra^{X-T) 

I B{X)(j)'^^'^^^'^{t, I/, w-\xy, A, A - tX' + i/) dX dX. 

On a aQ{X—T) = a^_i^^g^^{w^^ X —T[w~^ (Q)]) . Par le changement de variables X i— )■ wX, 

la double integrate multipliee par C devient mes{AQ{F)c)~^E'^_i^Q^ w-^{r) ti^^^ obtient 
I'egalite cherchee 

Cela acheve la preuve. □ 



3.19 Une nouvelle expression approchant 

Pour Q = LUq e J'{Mdisc) et t e W'^{Mdisc\M'^-gJ, definissons une fonction H i-^ 
SQ{t]H) sur Aq par 

SQ{t;H)= E 4(t)^Qm 

R;QCR 

En devissant la definition de SQ{t), on a aussi 

Sqit-H)^ E (_i)<iim(aM)-*m(ag) ^ 

P=MUp;QcP,te-^{P)=P R;PCR 

ou encore, en utilisant 2.2(1), 

SQ{t]H)= E (-l)'^'™("^)-*'"("GV|(ii')fp(ii"). 

P=Mi7p;QcP,te-i(P)=P 

Pour 1/ e [i(7',a;(7], posons 

E?;, = me.(ai,^_p)-^ E / SQ{t;X-T[Q]) 
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/ B{\)<p'ii'^ Jt, u, X; A; A - tX' + u) dX dX. 

JiAl 



''disc'' 



Ceci n'est autre que 

qui est une expression convergente d'apres le lemme 3.18. Posons 

Lemme. On a la majoration 

\f-mes{Ac;iF%)-'E^\ « jTr'' 

pour tout reel r. 

Preuve. La proposition 3.4 nous dit que Ton peut aussi bien remplacer j'^ par jj, 
c'est-a-dire par 

Q=LUQ,R;PoCQ(ZRweWG{L\S),w'&WG{L\S') 

Le lemme 3.18 nous dit que Ton peut aussi bien remplacer -Eg^^^^^^^/ par i^I'&s{Aq{F)c)~^E^.q j^^^^^i 
L' expression ci-dessus est alors remplacee par 

Q=LUq,R;Po<ZQcRw&WG{L\S),w'&VG(L\S') 
E E ^w-^{Q),w-^{R),t,u- 

Comme on I'a remarque en 3.18, pour Q, t intervenant ci-dessus, on a I'egalite Sq{w, w') — 
On peut done recrire I'expression precedente sous la forme 

mes{Aa{F\)-' E E 

oil 

= E E "5^-l(Q)(^)E^-l((3),«;-l(R),t,t^- 

Q=LUQ,R;PoCQcRweW'^{L\S),w'€W'^{L\S');mw-'^W^w' 

Fixons t et u. Pour tons Q,R et tout w G W^i^LlS) il y a un et un seul w' G W'^{L\S') 
tel que t G w^^W^w' : en identifiant tous ces elements a des relevements dans W'-^, w' 
est I'element de longueur minimale dans la classe W^wt. On peut done supprimer la 
somme en w' et la condition t G w''^W^w'. L'application 

{Q = LUq, R,w;PoCQcR,we W{L\S)} ^ {Q', R'; M^^sc C Q' C R'} 
{Q,R,w) ^ iw-\Q),w-\R)) 
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est bijective. On voit alors que Ej.j.^^ — E^^. Cela demontre le lemme. □ 

Dans toutes nos expressions intervient la fonction B fixee en 3.4. II pent etre utile 
de preciser la dependance en B de la maj oration du lemme. Pour cela, notons pour 
quelques instants j^{B) et E^{B) les termes notes precedemment j"^ et E-^. Introduisons 
un ensemble J\f de semi-normes sur I'espace des fonctions de Schwartz sur iAlj^.^^^p. Dans 
le cas oil F est non-archimedien, ces semi-normes sont 

B^sup{\iXB)iX)\;XetA*M^_^}, 

on X parcourt les operateurs differentiels a coefficients constants sur Dans le cas 

oil F est archimedien, ce sont les 

B ^ sup{\{XB){X)\{l + |A|)^; A e lAl.^J, 

oil X parcourt les memes operateurs que ci-dessus et parcourt les entiers naturels. Le 
lemme se precise en 

(1) pour tout reel r > 1, il existe > et un sous-ensemble fini A/'r C A/" de sorte 
que Ton ait la majoration 

\f{B) - mes(A(5(F)e)-^E'^(5)| < CrSup{n{By,n e 7V;}|r|-'^ 

pour tout T et toute fonction de Schwartz B sur i«4]^^.^^ p. 

II suffit de reprendre patiemment toutes nos maj orations. A chaque fois que B y 
intervient, c'est par I'intermediaire d'une semi-norme appartenant a I'ensemble A/" et il est 
clair que, pour r fixe, il n'y a qu'un nombre fini de telles semi-normes qui interviennent. 



3.20 Un lemme d 'inversion de Fourier 

Dans ce paragraphe et jusqu'en 3.23, on fixe un element t e W'^ {MdisclM'^-^^) et un 
element i/ e [ta',uja]. On definit un Levi Mt : c'est le plus grand Levi contenant M^isc 
tel que contienne I'ensemble 

{HeAM,.^^;te-'H = H}. 

On pose Mt = Mt'~fot^^, oii on releve t en un element de G. D'apres 2.1(3) et (5), Mt 
est un ensemble de Levi et I'ensemble des espaces paraboliques P tels que M^isc C P et 
t^-i(P) = p n'est autre que T{Mt). 

Considerons I'ensemble des couples (A, A) e '^'^Id^isc ^ ^"^Ift ^^^^ A — X + tX' — u e 
iA^M^.^^^p. II est invariant par translation par {iA1[^.^^^p+iA*j^J xiA'j^^ p. Considerons son 
quotient par Taction de ce groupe. Parce que 1 — 19~^ se restreint en un automorphisme 
'* , on voit que ce quotient est fini, reduit a un element si F est archimedien. 
On voit aussi que la projection (A, A) — > A est injective. Autrement dit, si on note {z/}j 
I'image de cette projection, il existe une application A i— )■ A(A) de dans iA*j^ ^ de 
sorte que le quotient ci-dessus soit egal a {(A, A(A)); A G {z^}t}. 

Lemme. Soit f une fonction de Schwartz sur iA\j^.^^^p et soit X e Aj^^^ p. Lintegrale 
mes{^Al,^^^^,pr L [ e<'-'''^^'^> f{X) dXdY 
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est convergente dans cet ordre. EUe est egale a 



Preuve. On suppose F non-archimedien, le cas archimedien etant plus simple. On 
fixe un relevement de v dans iA\j^^^^, que Ton note encore v. On fixe ji G ^A^f^.^^ tel 

que ly^' = te-^n - n. On fixe X' G ^m,,,,,f tel que (X')*"^' = X. On a ^jiJ*^^^_^(X) = 

X' + Am^ p (oil Af/ p = Am^^ f n Af/ ) et I'integrale de I'enonce se recrit 

disci ^ ^^^disct^ atsc ; -'"disc ' 



Ji A* 



Toutes les integrations se font sur des groupes compacts. Une integrale sur iA\^^._^^ p se 
decompose en le produit d'une integrale sur iA*M^.^J {i^M^is^,F^i^*Mt) d'une integrale 
sur lA*-.-. „ (avec des ponderations provenant de nos choix de mesures). L'expression 
ci-dessus se transforme en 



r{\)^mes{iA\^r^ f f(X + Od^- 
La fonction /' est lisse sur iA^^^.^^f {iA)i^^.^^^p + ^^^^^ L'accouplement 



(A,F) ^ e<A-t0-iA,y> 

n'est pas parfait. Son noyau JC est I'enscmblc des A G iA\j^. /{iA^j^. p + iA*^^ ) tcls 
que A — t6~^\ G iA^^^.^^^^p + i^*^ . A ce defaut pres, la formule (1) est une inversion de 
Fourier. EUe est done convergente dans I'ordre indique. On la calcule selon la formule 
usuelle. EUe vaut 

Notons p : iA^^^.^^ — >■ ^^m^^*^ la projection orthogonale. Via cette projection, on verifie 

que /C s'identifie au noyau de 1 — tO"^ agissant dans i«4.^*^*^/p(i^)(^^.^^^^). Done |/C| = 
\det{{l — t9~^) ifj,, )|. D'autre part, en comparant les definitions, on voit que ^-\-lC — 

Notre expression vaut done 

(2) \det{{l-td-^)^^M„, )|-ie<^-*'^'> y e<M-*^-^(^-^).^'>/'(A). 



disc 
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Pour A e {i^}t, on introduit comme ci-dessus A(A) e A*.-, ^ tel que A(A) — X + tX' — u e 

i-^MdiscF^ ou encore A{X) - X + n + t9-\X- fx) - Uj^^ e iAl^^.^^^F- Puisque X' e ^m^^.^f, 
on a 

d'ou 

e<'^Mi.^'>e<(A-M)-te-MA-M),^'> = g<A(A),X'> ^ g<A(A),X>_ 

L'expression (2) se transforme en celle de I'enonce. □ 



T 



3.21 Transformation de E/ 

Dans la definition de Ej^ intervient la (G, M(ijsc)-faniille {(pitjU; X,A, S"))s"<^r{MMsc) 
de 3.16. Les fonctions qui composent celle-ci ont le defaut d'avoir des singularites et, 
quand F est archimedien, de ne pas etre de Schwartz en A : elles sont seulement a 
croissance moderee. Modifions cette famille. On fixe une fonction C sur iA*M^.^^^F: Q^i ^st 
C°° et a support compact et telle que C(0) = 1. On pose 

Mt, i^; A, A, S") = rsis{(^ty_,+Ar'rsis{<Jx)C{A - X' + tX' - u)B{X)(l){t, u- A, A, S"). 

On a aussi 

(j)^{t, V- A, A, S") = e{t, V- A)C(A - A' + U' - v)B{X)(j)reg{t, v\ A, A, S"). 

Les lemmes 1.6 et 3.16(ii) montrcnt que z/; A, A, 5"') est C°° en les deux variables 
A, A e ^^Mdisc,-P" proprietes dc i? et C assurent qu'elle est de Schwartz en ces deux 
variables. D'apres le lemme 3.16(iii), on a I'egalite 

<^%^^S^. V, X;X,X- tX' + B{X)4>Y,Jt, v, X;X,X- tX' + v) 

pour tout Q — LUq e T{Mdisc) et tout X e Al,f- La definition de 'Ej^, se recrit 

^ mes(iA*M^_^)-' Yl I SQ{t-X-T[Q]) 

/ ^ ^' X;X,X- tX' + u) dX dX. 

En utilisant le lemme 1.8, on pent ecrire 

<PiLjt^'^^X;X,X-tX' + i.)^ J2 I I 

Q'=L'UQr,MdiscCQ'CQ '^■^L'.F •^■^Mrf,,,.F(^+^i) 

S%^jH')r'^,{H' , H + T[Q'])Ut, A, H, Q')e<^-*^'+'''^'> dH' dH, 
Mt, A, H, Q') = mes{iAl,^F)-^ [ Mt, ^; A, A, Q')e-<^'''> dA. 



OU 



L'F 



Fixons Q, Q' e -FiMfUsc), avec Q' C Q. 
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Lemme. (i) Pour X e Al,f, rintegrale 



\SZ^^^^ {H')V%{H', H + T[Q'\)4>,{t, V- A, Q') \ dH' dH d\ 

est convergente. 
(a) L'integrale 



JAt..f\Aa..F J AtI J a 



IAl,f\Aa^,f -^Ali^p J Ail f(X+Hl) 



I 

JiAl 



€,,jH')SQ{t; X - T[Q])T%,{H', H + r[g']) 
(t)^{t, v; X, H, Q')e<^-*^'+^'^'> d\ dH' dH dX 



disc 



est convergente. 



Preuve de (i). Les deux conditions 6%^^JH')T^,{H' , H+T[Q']) = letH' e Aji^^^^^^p{X+ 
Hl) entrainent une majoration \H'\ « 1 + \H\^ les elements T et X etant ici consideres 
comme constants. L'integrale en H' est done convergente et est essentiellement bornee 
par (1 + \H\)^ pour un certain entier D. Puisque z/; A, A, Q') est de Schwartz en 
les deux variables A et A, v; A, H, Q') est de Schwartz en les deux variables A et H. 
Alors l'integrale 

/ f {l + \H\)''\4>^{t,u;tX' -u,H,Q')\dHdX 

est convergente, ce qui prouve (i). 

Preuve de (ii). L'integrale interieure en A est le produit de e^'^'^ ^, qui est de valeur 
absolue 1, et de la transformee de Fourier en A de i^; A, i?, Q'), evaluee au point 
{6t~^ — 1)H' . Puisque A, i7, Q') est de Schwartz en A et i?, on peut fixer des 

fonctions de Schwartz h sur Al'.f ct h' sur AMii^^,F-, a valeurs positives, de sorte que la 
valeur absolue de cette integrale interieure soit majoree par h'{{9t^^ — l)H')h{H). Les 
conditions H' G AIj^^^^ p{X + Hl) et 62l^^^{H') = 1 entrainent que H' = X + Hl + {H%. 
La condition rQ,{H', H + T[Q']) implique une majoration \{H')j^,\ << 1 + \H^\, I'element 
T etant considere comme constant. On en deduit 

{et-^ - i)H' = {et~^ - i)x + Y{H'), 

avec |y(if')| << 1 + \H\. D'autre part, on a une majoration 

1 + \U + V\ » {1 + \U\){1 + \v\)-^ 
pour tous U,V & ^Mdisc- Pour tout reel r > 0, on a une majoration 

h'{(et-^ - i)H') « (1 + \{et-^ - i)H'\Y\ 

En utilisant les maj orations precedentes, on obtient 

h\{et-^ - i)H') « (1 + \{et-^ - i)x\)-'{i + \H\Y. 
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A ce point, on a montre que I'expression du (ii) de I'enonce etait majoree par 

/ / / \St,jH')SQ{t;X-T[Q])r^.{H',H + Tm\ 

JAl.f/Aa^.f JA^i^p J AIi^,^^ p{X+Hl) 

(1 + \{9t-^ - l)X\)-''{l + \H\yh{H) dH'dHdX. 

Par des raisonnements deja faits, I'integrale en H' est convergente et essentiellement 
majoree par (1 + pour un certain cntier D. L'integrale en H est convergente quel 

que so it r puisque h est de Schwartz. L 'expression ci-dessus est done essentiellement 
majoree par 



Al,f/Aa^,f 



\SQ{t;X- T[Q])\{i + \{er' - i)x\)-^dx. 



II reste a montrer que I'on peut choisir r tel que cette integrale soit convergente. En re- 
venant a la definition de SQ{t; X), on voit qu'il suffit de fixer un sous-groupe parabolique 
R tel que Q C R et SQ{t) et de prouver la meme assertion pour l'integrale 

/ a^iX - T[Q]){1 + \{et-' - l)X\rdX. 

J Al,f/Aa^,f 

Or il resulte de 3.17(1) que, pour Oq{X — T[Q\) = 1, on a une majoration 

l + \X^\ «l + \{9t-^ -1)X\. 
L'integrale ci-dessus est done essentiellement majoree par 

I {l + \X%-''dX. 

JAl,fIAaq,f 

Pour r assez grand, ceci est convergent. □ 

Ce lemme nous autorise a recrire E^^^ sous la forme 

(1) ^l. = mes{tXM,,^^^^)-' f 

f f C,jH')SQ{t; X - T[Q])T^,{H', H + T[Q']) 



I e<^-^^'+'''"'>Mt, u; A, H, Q') d\ dH' dH dX, 

Oil on peut permuter librement la somme en Q, Q' et les trois premieres integrales. 
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3.22 Calcul de Ef^ 

On a defini en 3.16 une (G, M)-famille {(pregiti^^^i ^i S'))s'eP{Mciisc)- ^'^^ deduit 
une (G, Mi)-famille {(pregit, ^\ \ P)) p^v(Mt)i ^-^ ■ elements A et A appartiennent 
ici a iA\j^.^^^p et iA*^^ p, A jouant un role de parametre. Pour X e Aq p, on construit la 
fonction 

€:ImS^^ ^; ^) = E ^; '^^"'H^; a)- 

C'cst unc fonction lisse en A et A. Si F est archimedien, toutes ses derivees sont a 
croissancc moderee. 

Proposition. On a I'egalite 

El = mesiiA},^^^)-'\det{{l - tr^)|_^M., )|-^ E E 

Remarque. On verifie que, pour A intervenant ci-desus, on a e^^^^^'^^ — 1 pour 
tout Z e AAg,F- La fonction que Ton somme en X est done bien invariante par Aaq,f- 

Preuve. On part dc la formule (1) du paragraphc precedent. Permutons les integrales 
en X et H. EfFectuons ensuite le changement de variables X X — H^. L'integrale 
en H' devient une integrale sur A^^.^^^p{X). La composition de l'integrale en X et de 
cette integrale en H' devient une unique integrale en X e AMdisc,F/^Ag,F- Cela conduit 
a I'egalite 

El = mes{^A*M,_Fr E / / Cj^) 

Q=LUQ,Q'=L'UQ,&HMdisc)\Q'CQ '^■^L',F JAMdi,^,FlAAQ,F 

Sqit; X - HL-T[Q])r^,{X,H + T[Q']) [ e<^-*^'+'^'^>0^(i, u; X, H, Q') dX dX dH. 

On pent toujours permuter librement les sommes en Q et Q' et les deux premieres 
integrales, d'oii 

El^mes{zAl,^_p)-' [ E / C(^) E 

SQ(t; X-HL-T[Q])r'^,{X,H + T[Q']) f e<^-*^'+'^'^>04i, u; A, H, Q') dXdHdX. 

Fixons Q'. En se reportant a la definition de SQ{t, X) et en utilisant 3.20(3), on a I'egalite 
E SQ{t; X-Hl- T[Q])r^,(X, H + T[Q']) = 

Q=LUq;Q'cQ 

E {-ir^-''-fp{X-H-T[P]) E TS{X-H-T[Q])T^Q,{X,H+Tm. 

PeT{Mt);Q'CP Q=LUq;Q'cQcP 



D'apres 1.3(4), la derniere somme en Q vaut Tq,{X). D'ou 

J Am ,■ _p/Aa ^ F 



OU 



Q'=L'UQ,eT{Mdi,c) "^-^L'^F P=MUpeHMt);Q'CP 

;-l)»p-»Gf^(X -H- T[P])t^,{X) I e<^-*^'+'''^>0^(i, V- A, H, Q') dXdH. 

•'iA\„ _ 



Fixons X. Puisquc ^^(t, u; A, H, Q') est de Schwartz en A et I'expression E^j^(X) est 
absolument convergente. On pent done eerire 



li A* 



OU 



C(^'^)= E / E {-ir'-^ofp{x-H-T[p]) 

Q'=L'Uq,&T{Mmsc) -^-^l^f P=MUpeT(Mt);Q'CP 

r^,{X)Ut,i^;\H,Q') dH. 

Fixons A. On pent permuter les sommes en P et en Q', puis deeomposer I'integrale en 
H e Al\f en une intcgrale sur iJ G ^ et une integrale en H' e A^/ p{H) et on pent 
permuter la premiere avec la somme en Q' On obtient 

E i-ir--^- f fp{x-H-T[p]) 

P=MUpeT{Mt) ''■^M,F 

E / - ^*(^' ^; '^H' 



Q'=L'UQr,MdiscCQ'CP 



'L'.F 



En se rappelant la definition de i^; A, H', Q') et par inversion de Fourier partielle, on 



a 



/ 4>S, V- A, H', Q') dH' = mes{iAM f)~^ I Mt, \ A, g')e~<^'^> dA. 

Puisque A ne parcourt plus que iA*^^ ^, on peut aussi bien remplacer (f)i,{t, u; A, A, Q') par 

u; A, A, P) et I'expression ci-dessus est egale a u; A, if, P). Notons que Q' a ici 
disparu done, dans I'expression precedente de E^^, la somme en Q' n'est plus que 

E 

Q';MmscCQ'cP 

Celle-ci est egale a 

E 4sx)4ix). 

P';MtCP'CP 
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En effet, les deux expressions sont egales a 1 d'apres 1.3(1) et sa variante tordue. On 
obtient 

Ki^^ ^) = E / rp{X -H- T[P]) 

J2 4SxHix)Mt, ^; A, H, P) dH. 

P'=M'Up,;MtCP'CP 

On remonte maintenant le calcul ci-dessus : on permute les sommes en P et P' ; on 
remplace v; A, H, P) par I'expression egale 



/ Mt,'^;KH',P')dH'; 



a partir des integrates en H & f ®^ ^' ^ '^j^/ reconstitue une integrate en 

H e Aj^;f,^p. On obtient 

P'=M'Up,&T(Mt) ■^M',F 

(-l)«p-«Gfp(X - - r[P'])T|,(X)4(i, z.; A, H, P') dH. 

P-.P'CP 

Par definition, 

J2 i-iyp-'^ofpix -H- t[p'])t?{x) = r%{x, h + t[p']). 

P-P'CP 

Cela fait disparaitre les P de la formule ci-dessus et nous autorise a abandonner les ' dcs 
P'. D'ou 

El,{X, A) = Yl f H + T[P])Mt: y\ A, H, P) dH. 



P=MUpeT{Mt) 



Revenons a E^^^ qui est I'integrale en A puis X de I'expression ci-dessus, multipliee 
par mes{iAlj^.^^ p)~^e'^^~*^'^'^'-^^ . On pent decomposer I'integrale en X en une integrate 
en X G Aj;^ p/ AAf^,F et une integrate en F G f(^)- Remarquons que pour Y 



dans cet ensemble, on a E^^(F, A) — E^^(X, A). On a alors 

E?;, = me.Ml,^_^)-^ / LI e<'~'''^-''''>El{X,X)dXdYdX. 

Ja^^^p/a^.,p -^^-^m.^,,. 

Pour tout X, la fonction A i-^ E^j,(X, A) est de Schwartz. La double integrate interieure 
est calculee par le lemme 3.20. On obtient 



Mdisc JAj^^ pIAaq^F 

/ Y.l^{X,\^i)didX. 



g<A(A),X> 



iA 

Mt.F 
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En developpant le dernier terme, on obtient 



J2 I 4,(^)rp(^, H + T[P])0.(t, z/; A + i^, P) dHdidX. 



P=MUpeT{Mt) "^^"^ 



Cette expression est absolument convergente. En effet, pour P fixe, I'integrale en X 
est a support compact et est essentiellement bornee par (1 + pour un entier D 

convcnablc. Les integrales restantes en if et ^ sont convergentes puisque i^; A + 

^, H, P) est de Schwartz en ^ et H. On pcut done commencer par integrer en ^, puis en 
H, puis en X. On decompose cnsuitc I'integrale en X en unc sommc sur X G Aq p/Aa^,f 

d'integrales en F e A^-. p{X + Hq). Apres encore quelques permutations, on obtient 
^l^ = mes{iX^^^^)-'\dem-te-')^^^,. \-' ^ /, ^ 

f f e<^W'^>4 (y)r?(y, H + T[P])^,(t, u;X + ^, H, P) dYdHdi. 

J^M,F -^^l^pi^+Ha) 

L'expression interieure (somme en P et integrales en Y et H) est calculee par la variante 
tordue du lemme 1.8. C'est y,X;\ + ^, A(A)). D'ou 



^l,^mes{iA*^^^^)-'\det{{l-te-^)^^M,, 1"^ J] J] 

Ae{f}t x&AQ p/AAg,F 



0^J(t,z/,X;A + e,A(A))cie 



En revenant aux definitions des fonctions (pregitji'', X, -^-j S') et ^^^(t, i/; A, A, 5"), on voit 
que la seconde est le produit de la premiere et de e(t, z/; A)i?(A)C(A — \ + t\' — u). Mais, 
pour A e {ujt et ^ e iA*^^ p, on a par definition A{\)-X-^ + t9~^{X+^)-i/ e «^M^.^^,i?- 
Done C(A(A) - A - ^ + W'^X + ^ - i^) ^ 1 et 

4>%^ (t, v,X;X + e, A(A)) = B{X + ^; A + {t, ^, X; A + A(A)). 

La formule ci-dessus devient celle de I'enonce. □ 



3.23 Le "terme constant" de E/^ 

Posons 

jspec,t,u = \det{{l - tr^) )r' 5] / B{X + 0€g,Mfi^ ^5 ^ + ^' 0) 

Cette expression est absolument convergente, la fonction ^ i— )■ m^I^' A + ^, 0) etant 
lisse et a croissance moderee. 
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Lemme. II existe une unique fonction T i-)- f{T) qui appartient a PolExp et qui coincide 

avcc mes{AQ{F)c)~^Ef^, dans Ic cone oii celle-ci est definie. Si F est archiniedien, on a 
Coif) = jspec,t,v Si F est non-archimedien, pour tout reseau TZ C Amo,f 'S)z Q, on a 
Vegalite 

Remarque. Pour simplifier, on appellera "terme constant" de / le terme co(/) si F 
est archimedien, Hmk^ooCivQif) si F est non-archimedien. 

k ' 

Preuve. On suppose F non-archimcdicn, Ic cas archimedien ctant similairc. Considerons 
la formule de la proposition precedente. Pour tons A, X et pour tout ^ G 'iA*^^ ^, la fonc- 
tion T ^ h,x,dT) = (fl^g,^j^{t,v,X-\ + e,A(A)) est definie pour T G Am,,f ®t Q 
et elle appartient a PolExp, cf. lemme 1.7. Plus precisement, elle appartient a un es- 
pace PolExps^N, ou S et N ne dependent pas de ^. Autrement dit, pour tout reseau 
TZ C Amo,f ®z Q, on peut ecrire 

pour T eTZ, avec un ensemble X-ji independant de C, et des polynomes Pt^,^ de degre borne 
independamment de ^. Les coefiicients de ces polynomes sc calculent par interpolation 
et verifient done les memes proprietes que la fonction /a,x,^ elle-meme. lis sont done 
C°° en ^. II en resulte que le developpement en T commute a I'integrale en ^. Cela 
implique que, si on note /(T) le membre de droite de I'egalite de la proposition 3.22 
multiplie par mes{AQ{F)c)^^ , la fonction T i— )■ f{T) appartient a PolExp et que son 
coefficient CTifi{f) se calcule en remplacant f\,x,^ par son coefficient C7^.o(/a,x,5) dans 
la formule integrale. Remarquons que la norme (au sens de 1.7) de la (G, Mf)-famille 
{4>reg{'t, ^l^ + C^ A, P))p^-p(Mt) Gst bornee independamment de ^. II resulte done du lemme 
1.7 que lirrik-^ooCiTioif) calcule en remplagant fx,x,£ par lirUk-yooC in oih,x,£) dans la 
formule integrale (multipliee par mes(v4g(F)c)~^). Cette derniere limite est si A(A) ^ 
{iAl^^^ + iA*^)/iAl^^^. Si A(A) G (Ai(A) + iAlJ/iAl^^^, avec Ai(A) G lA*^, c'est 

mes{Aa{F),)-'mes{tAl,^^^)mes{tAl^^)-'e<''^^^^^^^ i/; A + Ai(A)). 

La somme en X devient simplement 

^ g<Ai(A),X>_ 

X€A^p/Aa^,f 

Cette somme vaut [Aq p : ^yi^^i?] = mes{iA*^ p,)mes{A^{F)c) si Ai(A) G p, sinon. 
La condition Ai(A) G iA^ ^ equivaut a A(A) — 0. Ces calculs conduisent a I'egalite de 
I'enonce. □ 

3.24 Le terme constant de 

Considerons I'ensemble des A G iA\j^.^^ tels que t{ax o 6*) ~ uax. II est invariant par 
translations par i«4)(^^.^^^^ -|- iA*-^ . On note [ajt son quotient par Taction de ce groupe. 
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Ce quotient est fini. On verifie que I'application A i-> {tX' — X, A) est une bijection de [a]t 
sur I'ensemble des couples (i^, A), ou 

- z/ G [ta', ua] ; 

- A e {u}t; 

- A(A) = 0. 
Posons 

y" ^ B{X + Oe{t, tX' - A; A + OC,,m, ^A' - A; A + 0) d^- 
Ce terme est bien defini d'apres les proprietes ci-dessus. 

Corollaire. II existe une unique fonction T i-> /(T) qui appartient a PolExp et qui 
verifie la majoration 

\f-f{T)\« \Tr 

pour tout reel r et tout T dans le cone ou est definie. Si F est archimedien, on a 
Co(/) — jspec- Si F est non-ardiimedien, pour tout reseau TZ C Amo,f'S>zQ, on a Vegalite 



Preuve. L' existence de la fonction / resulte du lemme 3.19, de la definition de 
et du lemme precedent. L'unicite est claire : un element de PolExp est nul s'il est a 
dccroissance rapide dans un cone. On calcule le terme constant en utilisant le lemme 
precedent. Ce calcul conduit a une formule similaire a jspec ci-dessus, a ceci pres que la 
somme en A e [o']t y est remplacee par une double somme sur v e [a,ojt9a] et A e {t^}t 
tel que A(A) = 0. Comme on I'a dit ci-dessus, cette double somme coincide avec une 
somme en A e [a]t. □ 



3.25 Definition d'une expression spectrale 

Soit M un espacc dc Levi de G. On suppose que Mq C M. Soit r = {M^iso c", un 
triplet forme d'un Levi semi-standard Af^isc C Af, d'unc representation a dc Mdisc{F) 
irreductible et de la serie discrete et d'un element f G R^\a). On fixe un rclcvement f G 
7l'^\a) et on pose r = {MfUsc, f)- Fixons aussi un element P G V{M), puis un element 
5" G V{Mdisc) tel que S C P. Posons tt^- = Indf^j^(a) et 11,- = Ind^{a) ~ Ind$(-Kr). A 
I'aide de r, on a defini en 2.9 une representation de M{F) dans I'espace K-,5nP de tt^ 
et une representation de G{F) dans I'espace V^^p de fl^. Notons-les respectivement tTt- 
et n^. On a = Indp^n-r)- Soit A G ^ en position generale. On pent remplacer r 

par Tx = {M, a\, r) et r par = (Af, ax, r) cf. 2.9. On dcfinit comme en 2.7 la (G, M)- 
famille {Ailur^] A,Q))Q^j,f^]^~^ dont les fonctions prennent leurs valeurs dans I'espace des 

endomorphismes de Kr.snp- Rappelons que Ton a fixe deux fonctions /i, /2 G C^{G{F)). 
On definit une (G, Ai")-famille {Jii^r^, fi, f2] KQ))Qev{M) P^^ 

J(7r,„ /i, /2; A, Q) = irace(M(7r,,; A, (5))n.,(/i)trace(M(7r,,; A, Q)n,. (/s)). 
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On en deduit une fonction J^{'Krx-i /i; /2; A). On pose 

4(^.„/i,/2) = j|(7r.„/i,/2;0). 

Remcirque. A cause de la double apparition de tTt- dans les definitions ci-dessus, les 
fonctions ainsi definies ne dependent ni du relevement r de r, ni du relevement A de A. 

On rappelle que I'on a dcfini la notion de triplet essentiel, cf. 2.9. Cette notion depend 
de I'espace ambiant. lei, c'est Tcspacc M. On a 

(1) si le triplet r n'est pas essentiel pour M, les fonctions ci-dessus sont nuUes. 

Le caractere de tTt- etant nul pour tout A, la preuve est la meme que celle de 2.7(3). 

On suppose desormais r essentiel, c'est-a-dire r G E{M, uj). II est clair que la fonction 
A i-> J^(7rT-^, /i, f2) est la restriction a iA*^ ^ d'une fonction meromorphe. 

Lemme. La fonction A i->- J'^{tTtx: fi: f2) est reguliere sur tout iA*j^ p. Si F est ar- 
chimedien, c'est une fonction de Schwartz sur cet espace. 

Preuve. Convertissons tous les operateurs d'entrelacement qui interviennent dans les 
definitions en produits d'operateurs nomalises et de facteurs de normalisation. On obtient 
une expression 

^(tTta, /l,/2; A, Q) = r{7Trx;A,Q)Jreg{TrrxJlj2;KQ), 

oil on a regroupe dans r(7rT-;^; A, Q) les facteurs de normalisation. On calcule r(7rT-;^; A, Q). 
C'est le produit de 

rp\Q{crx)rQ\p{ax+A)rpiQ{ax+A/2)~^rQip{ax+A/2y^ 

et du conjugue de 
On obtient 

r(7r^^; A,g) = rQ\Q{ax)rQ\Q{ax+A)rQ\Q{ax+A/2)~^rQ\Q{ax+A/2)'^- 
Le produit des deux derniers termes est independant de Q. On pent done ecrire 

r(7r^^; A, Q) = C(A, A)r^eg(7rr;,; A, Q), 

oil 

C(A, A) = rpip{ax)rpip{ax+A)rp\p{ax+A/2y^rp\p{ax+A/2)~^ 

et 

En un point A general, J^(pt-;^, /i, /2) est done le produit de C(A, 0) et d'un terme issu 
de la (G, M)-famille 

(rres(PTAj A, Q)Jreg{PTx^ /l; /2; A, Q))q^-p(^m)- 
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Le terme C(A, 0) vaut 1. La {G, M)-famille ci-dessus est formee de fonctions regulieres en 

A et A (d'apres 1.10(5)). Elle donnc done naissance a unc fonction reguliere en A. Dans 
le cas on F est archimedien, on decompose plus finement cette derniere (G, M)-famille 
en combinaison lineaire de produit de families similaires et de coefficients matriciels des 
operateurs 11,.- (/i) et nx-(/2)- Ces coefficients sont de Schwartz tandis les autres termes 
donnent naissance a des fonctions a croissance moderee en A (lemme 1.4). D'oii le lemme. 
□ 

Remcirque. Dans le cas oii M = G, on a simplement I'egalite 

/i, /2) = trace(n,-(/i))irace(n,-(/2)). 

D'apres le lemme, le terme J^{'Ktxi hi h) est defini pour tout A. On verifie qu'il 
ne depend pas de I'espace parabolique P choisi et qu'il ne depend que de la classe de 
conjugaison par M{F) de I'element r^. On pose 

f 4(nr„ h, f2) dX. 

Pour toute classe r e {Edisc{M,u!)/conj)/iA*^ on a choisi un point-base que Ton a 
egalement note r. Les termes Stab(VF^ x iA*^ ^, r) et l{t) ont ete definis en 2.9 et 2.10. 
On verifie que I'expression ^^^Jk'^ i fii fi) depend que de la classe de conjugaison 
par G{F) de I'espace de Levi M. 

3.26 La for mule spectrale 

On pose = NormG(F){Mo) /Mq{F) (on ne confondra pas ce groupe avec le quo- 
tient par Mq{F) du normalisateur de Mq dans G{F)). Posons 

MeC{Mo) 

Proposition. II existe une unique fonction T i-> (fi{T) qui appartient a PolExp et qui 
veriGe pour tout reel r la majoration 

|j>,A,/2)-^(r)| « |r|-^ 

pour tout T dans le cone ou J'^{uj, /i, f2) est deGnie. Si F est archimedien, on a I'egalite 
Si F est non- archimedien, pour tout reseau TZ C Amo,f ®z Q, on a Fegalite 
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Preuvc. II resulte des formules 3.2(1) et 3.3(1) que J^{uj, fi, est somme finie de 
termes tels qu'en 3.4. L'existence de la fonction resulte done du corollaire 3.24. 
Comme toujours, Funicite de (p est evidente. Le terme constant de (p se calcule en 
sommant les termes constants des differents intervenant, lesquels sont calcules par 
le meme corollaire 3.24. Commengons par calculer le terme constant de I'element de 
PolExp asymptote a I'expression Jji^.^^^^{oj, /i, /2) de 3.3(1). II est egal a 



[ Bu,v,u',v'{\ + Oe{t, tX' - A; A + m>' ^' tX' - A; A + 0) d^. 

On a precise la notation en rctablissant le quadruplet (w, f , u\ v') dans la fonction notee 
simplement 0^^^ (t. tX' — A; A + ^, 0) dans le corollaire 3.24. Les sommes en u, v, u' et 
v' sont finies, on pent les faire entrer sous I'integrale. Fixons A et ^, calculous 



E Bu,v,u>A>^ + OCg,M>' ^' ^' - A; A + e, 0). 

C'est la valeur en A = de la fonction hf^^{K) associee a la (G, Mi)-famille (/i(A, P)) p^-p^^M^) 
definie par 

/i(A, P)= (A + 0</'reg(«, V, u' , v' ; t, tX' - A; A + A, P). 

u,veBy,v'eB' 

Fixons 5"' G V{Mdisc) tel que S" C P. Posons pour simplifier v — tX! — X, q_ — ax, 
T£ — TTx. En revenant aux definitions de 3.3 et 3.16, on a 

K^^P) = E (7!:^(^l)t^e,a^^*^'t^)(^*>2i:^(<^2)C/0,a^'yO'^S^reg(o^)~Vs^reg(o^+^^ 

{A{t, iy;X + C)v', i?5»|5(a^)~^ o Rs„\s{(14+a)u) 

iRs"\si^y^ o ^5"|s(o^+a)^^, ^(^, i^; A + C)m')- 
Les sommes en m et se simplifient en 

(2) /l(A,P)= rs",regig^)~^rs",regig:4+A) 

u',v'eB' 

{A{t, u;X + C)v', Rs"\s{g:^)~^ o Rs„\s{o:4+A)7L^MUe,a^v') 
{Rs"[s{g^y^ o Rs"\s{o:^+A)2L^MUe,a^u', A{t, u;X + ^)u'). 

S"\s{^) ^ ° Rs"\s{.Q-i+A)lL^{'^2)Ue,g_^v') 

v'eB' 

= E ^ + 0~^^S"|5(£5)"^ ° ^s"|s(£^+A)7E^(¥'2)t^e,a5^^') 

= trace{A{t, u;X + 0~^Rs"\s{q^)'^ ° Rs"\s{Q:i+A)lLiMUe,c^) 



On a 
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(3) ^ trace{Rs"\s{o4) ^ ° Rs"\s{o^+A)l£4MUe,a^A{t,iy; X + ^) 

La condition A e [a]t equivaut a I'equivalence tq^ ~ a;a^, ou encore o ad^ ~ cuo^, 
oil 7 = 70^"''^ (en idcntifiant t a un relevement dans G{F)). On verifie que le couple 
{A^, 7) appartient kN'^^^{g_^) C A/'*^(a^). En considerant (A,^, 7) comme un element de ce 
dernier ensemble, on a defini I'operateur V s{Ai,,^) en 2.8. En comparant les definitions, 
on obtient I'egalite 

Relevons ^ en I'element ^ G i-A*^^ ^ tel que < C,, Hf^^^{'~f) >= 0. A I'aide de cet element, on 
identifie n'^'{a) a n^*{g^). Notons r I'image de {A^, 7) dans 7^^^*(o^) = n^^'{a), posons 

T = {Mdisc, QL, f") et r = (A^djsc;^? ''^); ou ^ est I'image de r dans i?^'(o[). Introduisons la 
representation de G{F) associee en 2.8 a T|, vu comme un triplet pour G, que Ton note 
ici simplement n^. Alors 

^s{A,,l)7L^(t) ^ uj(t)-%{^o). 
En revenant a la definition de en 3.2, on volt que 

7^{<p2)Ue,a,A{t, u;X + 0"' = u;{t)-%{f2). 
L'expression (3) devient simplement 

uj{t)-Hrace{Rs"is{g:^r^ ° Rs"\s{o:^+A)tkif2))- 

On traite de meme la somme en u'. Les operateurs portant cette fois sur la premiere 
variable des produits scalaires, on obtient unc expression conjuguee. En particulier, il 
sort un facteur uj{t) , dont le produit avec uj{t)~^ ci-dessus vaut 1. L'expression (2) 
devient 

(4) /i(A, P) = rs",reg{o^)~^rs",reg{o^+A)trace{Rs"\s{g^)~^ o Rs"\s{o^+A)U^{fi)) 

trace{Rsn\s{q^)~^ o Rs"\s{g:^+A)tkU2))- 

Tons les termes sont relatifs a un parabolique S de reference, que I'on a fixe au debut 
du calcul. Fixons un element Pi G V{Mt) et un element G V{Mdisc) tel que C Pi. 
Remplagons 5" par 5*1 dans les definitions des termes ci-dessus. On obtient une nouvelle 
expression /ii(A, P). On a 

(5) les valeurs en A = des fonctions h^{A) et h^^{A) sont egales. 
On a 

trace{Rs"is{g:4)~^ o Rs"\s{a4+A)tk(f^)) = 
trace{Rs^\s{o^)~^Rs"\Si{^)~^ ° Rs"\Si{^+A)RsM^+A)tkif^)) 
= trace{Rs''\s,i^)'^ ° ^5"|5i(^+a)^Si|s(^+a)4(/2)^5i|s(o^)"^)- 
Le produit final 

ne depend pas de 5"'. Un principe general valable pour toute (G, M)-famille dit que Ton 
ne modifie pas la valeur ^^(0) si on remplace un facteur independant de S" par sa valeur 
en A = 0. Mais, en A = 0, le produit ci-dessus est egal a tLi,^{f2): ou fi^^^ est I'analogue 
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de relatif au parabolique Si. Un meme raisonnement s' applique aux autres termes et 

(5) s'ensuit. 

En oubliant ce changcmcnt dc S cn Si, on suppose pour simplifier que S G Pi. Pour 
calculer h{A,P), on a choisi S" avec S" C P. On pent lui imposer de plus S" fl Mj = 
SDMt. Introduisons I'element S" e V{Mdisc) tel que S^' C P et S^'f^Mt ^ Sf\Mt.Ona. 

Rs"\s{^)~^ o Rs"\s{^+k) = Rs!'\s{^)~^ o Rs"\s:'{Q-i}~^ ° Rs"\s:'{^+a) o -Rs"|5(^+a)- 

Mais S" et sent tous deux contenus dans P. L'operateur Rs"\s"{^+h) Gst induit de 
I'operateur R%*^Mt\s"nMS^+f^ ®^ celui-ci ne depend pas de A puisque A e p. D'oii 

Rs"\S:'{^)~^ ° -R5"|5"(^+a) = 1' 

puis 

Rs"\s{^)~^ ° -R5"|5(^+a) = Rs!'\s{.^Y^ o -Rs"|5(^+a)- 

Retablissons maintenant les operateurs d'entrelacement non normalises. La formule (4) 
se transforme en 

(6) /i(A, P) = Vs»{q^)~^Vs"{q^^p,)trace{Js"\s{o^)~'^ o ^5"|5(o^+A)ft(/i)) 
trace(J5"|5(a^)"^ o Js!'\s{a^+K)tkU2)), 

oil 

puisque les distances entre S^' et 5" et entre S et 5"' s'ajoutent. Si Ton suppose ^ en position 
generale, tous les termes ci-dessus sont bien definis. Introduisons la representation tTt-. 

de Mt{F) associee a T|. On note tt^-^ la representation sous-jacente de Mt{F). On a sim- 

plement = 11,-- = Ind'^^{TTT.). En identifiant ces representations, les proprietes d'in- 

duction des operateurs d'entrelacement entrainent que Js"\si^)~^ ° Js"\s{^+a) coincide 
avec Jp|p^(7rT-j)~^ o Jp|p^(7rT-j_^^). En appliquant les definitions, la formule (6) se recrit 

(7) h{A,P) = C{a^, A, P)trace{M{7rr,;A, P)%{fi))trace{M{7rr,; A, P)tkif2)), 

ou 

C{a^, A, P) = r5// (g^y^rs" (o^+a)/^p|Pi (tTtJ/^pipi {7^t^+a/2 ) " Vp|Pi (tTt^ )/^p|Pi ) ■ 

On a I'egalite 

/^P|p,(7r^J/xp|Pi(7r^J = rp|p(o^)"Vp|p(o^)^^ 

Ce terme est independant de P : c'est le produit des ^^(o^)"^ pour toutes les racines 
simples a de AM^i^^ intervenant dans G et pas dans Mt. Pour la meme raison, le produit 

^^P\Pl ) ~ Vp|Pi (TTr^+A/a ) 

est independant de P. Comme dans la preuve de (5), on ne change pas le terme h'^^{Q) 
en remplagant ces termes par leurs valeurs en A = 0. Mais alors le produit de ces deux 
termes vaut 1. On pent definir rs"{gi^^^) pour tout /i e ^^Mdi^c,^' definition rs"{g^) 
est la valeur de cette fonction en /i — 0. Pour /i en position generale, on a 

r5"(a^+^) = '^5"|S"(^+m)'^s"|5"(^+m)~^'^s|s(^+m)~^- 
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On introduit Telement S E V{Mdisc) tel que S_ <Z Pi et S_f\ Mt ^ S f\ Mt. Les distances 
entrc S" et S^' ct cntrc S^' et 5"' s'ajoutent. De meme, les distances entre ,S et 5^ et entre 
S_Qt S s'ajoutent. D'oii 

Par les pioprietes habituelles d'induction, 

'rs"\S!'{^+n) ^ ^(I''nM0|(5"nMt)(^+M) ^ts^Mt)\{SnMt)^^+^l) ^ '^S\s{^+i^)- 

D'oii rs"{g_^^^) — rs\s{2i^+fi)^^ ■ Ce terme est regulier en /i — (pour ^ en position 
generale), d'oii rs"{a^) — rs\s{^)~^- On obtient 

r5"(o^)"^rs»(o^+^) = rs|s(o:^)rs|s(o:^+A)"^ 

Ce terme est independant de S". Comme ci-dessus, on ne change pas le terme (0) 
en remplacant I'expression precedente par sa valeur en A = 0. Mais celle-ci est 1. Cela 
prouve qu'on pent supprimcr le terme C{q_^, A, P) de la formule (7) sans changer la 

valeur de (0). Quand on supprime ce terme C{a^, A, P), Ic membre dc droitc de 
(6) dcvient J^i'n'T)., fi, f2, P)- Si c'etait plus simplement J^iT^r^, fi, f2, P), on en deduirait 
^% ^^"^ ~ "^^/^T-^' ^1' ^2)- A cause du changement de P en P et parce que e?(A) = 
(_l)<^Mt-«GeG^A), on obtient 

On doit aussi calculer le terme e(i, i/;A + ^) qui intervient dans (1). D'apres sa 
definition en 3.16, c'est la valeur en /i — X + ^ de rs\s{ciJ.)T^s\s{^tiJ.'-u)'~^ ■ Ou encore 
la valeur en // = dc rg^g{o^_^_^)rs\s{oi^+tix')~^- Le calcul est fait par Arthur en [Al] p. 87. 
Le rapport precedent est egal a 

(9) n ^^i^+f.yc'i^+wy^ 

a>sO 

Oil a parcourt les racines simples de AM^i^^ dans G qui sont positives pour 5". Si a 
n'intervient pas dans Mt, rQ,(a^_,_^) est reguliere cn fi = puisqu'on a suppose ^ en 
position generale. Le rapport ra{gi^^^)ra{g^^tii')^^ vaut 1 en = 0. Supposons que a 
intervient dans M^. On definit un Levi contenant M^isc comme en I.IL Si m^^la^) 7^ 
0, ra(a^_,_^) est encore reguliere en /i — et \e rapport ra(o^_,_^)rQ(o^_,_j^,)~^ vaut encore 
1 en ij, — 0. Supposons m^"{a^) — 0. On salt qu'alors ra(a^+^) a un pole d'ordre 1 en 
H = Q. Plus preciscmcnt, ro,(a^_,_^) est equivalcntc an voisinage de = a Cq, < yU, d >, 
oil Ca est un nombre reel non nul. Le rapport ra{g_^j^^ra{g_^j^tn')~^ ^st done equivalent a 
< li,a >< til' , a >~^, ou encore a < /x, a >< yU, 6t~^Q. >~^. En notant S I'ensemble des 
racines a intervenant dans pour lesquelles m^"{q_^ = 0, I'expression (1) est done 
equivalente a 

Y\ < iJi,a>< iji, df^a >~-^ . 

a€S;a>sO 

Ce produit est egal an signe eg_{w) defini en 2.9, 011 w est I'image de 7 = 7oi~^ dans 
I'ensemble W^*{g^) = W^*{a). D'ou I'egahte 
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A ce point, on a transforme la formule (1) en 

e^A (w) / (TTrj , /i, /2) d^- 

1 J lA*- 

On rappelle que w est I'image de 7 = 7ot^^ dans W^^*(aA) et que r = {Mdisc-, Cx, f^), r 
est Fimage de w dans R^^{a\). On decompose la formule ci-dessus selon les espaces de 
Levi Mf EUe devient 

(10) Yl X{M,Maisc:<j): 

M-MmscCM 

ou X{M, Mdisci c) est I'expression obtenue a partir de I'expression ci-dessus en limitant 
la somme aux t tels que Mt = M. Fixons M. On pent remplacer la double somme 
en t G W^{Mfiisc, M'^^^^ tels que Mt = M et en A G [o']t par unc double somme en 
^ e ^•^*MaJi^-^Ma.s.,F + ^^1^) en t G iyG(M,,,„ M^,,J tels que = M et o 
adj^t-i ~ ujax- Fixons A. L'application i i-> est alors une bijection entre I'ensemble 
de sommation en t et I'ensemble W^g{ax). On peut encore decomposer cette somme 
en une somme sur r G R^{a\), que Ton ecrit r = W^{a\)w, et une somme sur w' G 
W^{ax)w n W^g{(Jx). On voit que les seuls termes de I'expression qui dependent de 
w' sont ef^^{w')\det{{l — w')..m \~^- Leur somme vaut \W^{ax)\L{T) ou r est comme 

ci-dessus. D'oii 



~~ , JiA*-. _ 



JiA 

Notons Ildisc{Mfiis(.{F)) / iA*j^ p I'ensemble des orbites dans ^disc{Mdisc{F)) pour Taction 
de iA*j^ p. Pour q_ G Ildisc{Mdisc{F)), notons Stab{iA*j^ ^, q) son stabilisateur dans iA*^ p. 
II ne depend que de I'image de q_ dans I'ensemble d'orbites precedent. Notons Oa I'orbite 
de (7 pour Taction de iA*M^.^^ p. Elle se decompose en orbites pour Taction de iA*^^ p, no- 
tons Ofj/iA*j^^ p I'ensemble de ces orbites. Notons que Stab^iA*^^^ p,g_) est indepcndant de 
a dans cet ensemble. L'application qui, a A, associe I'orbite de ax pour Taction de iA*^ p, 
a pour image Oa/iA*j^p et a un noyau d'ordre \Stab{iA*M^.^^^p,a)\\Stab{iA*j^ p,a)\~^. 
Alors 

X{M,Mdisc,a) = {-irM-''o\Stab{tA*M^_F,a)\ 
Y \Stab{zAl,^p,a)nW,''{a)\ J2 '^(^) / . 4K, /i, /2) 

oil maintenant r = {Maisc,oi,r). 

Considerons la formule 3.2(1). Le terme constant de son membre de droite est la 
somme sur M^isc e £(Mo) et sur a G Udisc{Mdisc{F)) /iAlj^.^^^p de I'expression (10), 
multipliee par \W^''''-\\W^\~'^\Stab{iA*M^.^^^p,(T)\-'^. On peut flcrire 

(11) Y \W^'\\W^\-^X{M), 

M;MoCM 
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oil 

X{M)= \W^^'^^\\W^\-^ 

Fixons M. La somme en a et celle en a E OcrliA*^^ figurant dans X (M , Mdisc, cr) se 
simplifient en unc somme sur I'enscmblc nrfjsc(Af(/js^.(F))/i^*^ ^. Considerons les triplets 
r qui apparaisscnt. lis ne sont pas forcement essentials, mais on pent se limiter aux 
essentiels (pour M) puisque la contribution des autrcs est nulle d'apres 3.25(1). lis sont 
alors discrets, puisque sinon, le terme t(r) est nul. On a done 

(12) x{M) = (-i)«^-«c c;{T)i{T) I 4(7r,,, A, h) dc, 

- — JiA* 
Te{Eaisc{M,oj)/conj)/iA*^^^ m,f 

Oil C (r) est la somme de 

(13) I W'^^'- \\W'^\-^\ Stab{iA*j^^^, a)\-'\Wo^ {a) \ 

sur les Mdisc tels que Mq C M^isc CM,ae Udisc{Mdisc{F))/iAlj p, r G R^{a) tels que 
{Mdisc,oi,r) ait pour image r dans {Edisc{M , u) / conj) / iA*^ p. Si on fixe un representant 
{Mdisc,o_,f) de r, I'ensemble de sommation est celui des differents {w{Mdisc),woi,w{r)) 
pour w e W^. Ou encore I'ensemble de ces triplets pour w e W'^ /Stab{W^ , T/iA*j^ ^), 

ou Stab{W^,T/iAl^ p) est le stabilisateur de r e Edisc{M,uj)/iAlj j, dans W^. Le 
terme (13) est constant sur I'ensemble de sommation. D'oia 

C(r) = I W^/Stab{W^, r/zA*^^^) \ \ 1 1 PF^ | | Stab{zA*j^^^, a) | | Wo'^iq) \ 

^\Stab{W'',T/iAl,^^)nw''''-i\Stab{iA*^^^^ 

On a defini en 2.9 le groupe Stab{W'^ x M*^^,t) des (w,A) e x iA*^ ^ qui 

conservent r. Prenons garde que dans la definition de ce groupe, r est considere comme 
un element de Edisc{M,u) tandis que, dans celle ci-dessus de Stab{W^ ,t /iA*j^ p), r est 

considere comme un element du quotient Edisc{M , ou) /iA*jQ^ p. On voit qu'il y a une suite 
exacte 

1 ^ Stab{iA*j^p,a) Stab{W^ x iA*j^^p,r) Stab{W^ ,r/iA*^p) 1 

Done 

\Stab{W'^,T/zA*^p)\\Stab{zA*^p,a)\ = |5to6(PF^ x a*^^^,T)|. 
En appliquant les definitions de 2.9, on a aussi 

\Stab{W^ X a*^_p,T)| = \W^'^^^'^\\Wo''{a)\\Stab{W^ x iA*^^p,T)\. 

On conclut 

C(T) = |Stab(iy^xa*^_^,T)|. 

Alors (12) devient 

X{M)^{-ir^-<^ojl^^Ju;,h,h). 
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Ce terme ne dependant que de la classe de conjugaison de M, on verifie que la somme 
(11) est egale a 

(14) \W^\\W^\~^X{M) 

Me£(Mo) 

En effet, les deux termes sont egaux a 

J] \V{M)\-'X{M). 

P=MUp;PoCP 

On se rappelle que (11) est le terme constant de I'element de PolExp asymptote a 
J'^{u!, /i, /2). D'apres la formule ci-dessus calculant X{M), (14) est egal a J^pg^i^, /i, /2)- 
Cela prouve la proposition. □ 

4 Le calcul geometrique 

4.1 La formule de Weyl 

Pour quelques instants, nous allons considerer des sous-groupcs algcbriqucs dc G qui 
ne sont pas forcement definis sur F. Considerons un sous-groupe de Borel i? de G et un 
sous-tore maximal T de B. On suppose T defini sur F mais B defini seulement sur la 
cloture algebrique F de F. On definit leur normalisateur commun T = {7 e G; ad^{T) — 
T,adj{B) = B}. On dit que T est un tore tordu maximal de G si et seulement si 
T n G{F) 7^ 0. Remarquons que cela entraine que T est defini sur F : si on choisit 
7 e T n G{F), on a T = T7 = 7T. Remarquons aussi qu'a tout tore tordu maximal 
T est associe un sous-tore maximal T de G. Pour 7 e T{F), la restriction de ad^ a 
T ne depend pas de 7. On la note simplement 9. On note At le plus grand sous-tore 
deployc de T et Af Ic plus grand sous-tore contcnu dans le sous-groupe A^ des points 
fixes par 6 (autrcmcnt dit, Af est la composante neutre A^rf' de A^). On dit que T est 
elliptique dans G si Af = Aq. En general, notons M le commutant de Af dans G et 
posons M — MT. Alors M est un espace de Levi et T est un tordu maximal et elliptique 
de M. 

Pour tout tore tordu maximal T, on munit le groupc T^{F) d'une mcsurc de Haar. 
On suppose que, si deux tores tordus maximaux sont conjugues par un element de G{F), 
cette conjugaison est compatible aux mesures. 

Soit T un tore tordu maximal. Le groupe T(F) agit sur T{F) par conjugaison. 
L'ensemble des classes de conjugaison est le quotient T(F)/(1 — 9){T{F)) = (1 — 
e){T{F))\f{F), ou (1 - 0){T{F)) = {t9{t-^y,t e T{F)}. Pour 7 e f{F), I'applica- 
tion naturelle 

T^'O(F) ^ f{F)/{l-e){T{F)) 
t 

est un isomorpliismc local. On munit T(F)/(1 — 6){T[F)) de la mesure invariantc par 
translation a droite ou a gauche par T{F) et telle que I'application ci-dessus preserve 
localement les mesures. II est immediat que cette definition ne depend pas du choix de 
7. On pose 

W'^if) = NormGiF){f)/T{F). 
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L'ensemble des classes de conjugaison par G{F) de tores tordus maximaux est fini. 
Fixons un ensemble de representants T{G). On note Teii{G) le sous-ensemble des elements 
elliptiqucs de T{G). 

Pour 7 G (5, on note ^0(7) son centralisateur dans G (l'ensemble des x G G tels que 
x^x~^ — 7) et Gj la composante neutre de Zci'y)- On dit que 7 est fortement regulier si 
et seulement si G^ est un tore et ^0(7) est commutatif. Un tel element est semi-simple. 
On note Greg l'ensemble des elements fortement reguliers. Un element 7 G Greg{F) 
appartient a un unique tore tordu maximal : c'est T = T7, ou T est le commutant de G^ 
dans G. On definit une fonction D'~' sur G{F) dc la facon suivantc. Si 7 G G{F) est semi- 
simple, -0*^(7) est la valeur absolue du determinant de 1 — ad^ agissant sur q/q^, 011 on 
note par des lettres gothiques les algebres de Lie. Si 7 est quelconque, -0*^(7) = D^['^ss)-, 
oil 7ss est la partie semi-simple de 7. 

La formule d'intcgration dc Weyl prend I'une ou I'autre des deux formes suivantes, 
pour une fonction / G G^{G{F)) : 

/ /(7)^^7= E W{f)\-' i [ f{x-'^x)dxD^(^)d^ 

Jg{F) ^^^^-^ Jf{F)/{l-e){T{F)) JTe(F)\G{F) 

I I f{x-^^x)dxD^{^)d^. 

Jf{F)/{l-e){T{F)) JTe{F)\G{F) 



4.2 Quelques majorations 

Soient / G G^{G{F)) et 7 G Greg{F) tel que ou soit trivial sur ^g(7, F). On pose 

7^(7, ^, /) = D^i^y/' f uj(x)f{x-'^x) dx. 

J ZGil,F)\G{F) 

Par definition, c'est I'integrale orbitale de / en 7. Si ou n'est pas trivial sur Zoij, F), on 
pose 7^(7, cj,/) = 0. 

Dans le cas 011 le caractere u est trivial, on note simplcmcnt 7^5(7, /) = 7(^(7,0', /). 
Soit T un tore tordu maximal de G. Supposons u trivial sur T^{F). On a 
(1) la fonction 7 i->- 7^(7,0', /) est bornee sur T{F). 

Preuve. II existe une fonction /' G C^{G{F)), a valeurs positives ou nuUes, de sorte 
que 1/(7)1 < /'(7) pour tout 7 G G(F). Alors 

\Iail,^J)\<lGhJ')- 

II sufSt de majorer le membre de droite. En oubliant cette construction, on pent supposer 
a; = 1 et / a valeurs positives ou nuUes. La fonction 7 7^(7, /) sur T{F) se quotiente 
en une fonction sur T(F)/(1 — 9){T{F)) qui est a support compact. II suffit de verifier 
qu'elle est localement bornee. II suffit de fixer 7 G T{F) et de trouver un voisinage U de 
dans i^(7^) tel que la fonction soit bornee sur exp{U)^. Mais la theorie de la descente 
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vaut dans le cas tordu. EUe entraine que Ton peut trouver un tel voisinage U et une 
fonction (/? e C'^{q^{F)) de sorte que 

Ia{exp{X)^J)^lG,^{X,^) 

pour tout X eU ie\ que exp{X)^i' G GregiF), avcc une definition evidente de I'integrale 
de droite. Le membre de droite est borne d'apres Harish-Chandra. □ 
On a 

(2) il existe 77 > tel que la fonction 7 i->- D^{'^)~'^ soit localement integrable sur 

f{F)/{l-e){T{F)). 

Preuve. II sufiit de prouver I'existence de 77 > tel que, pour tout 7 G T{F), la 
fonction X D*^ {exp{X)'~f)^'^ est integrable an voisinage de dans t^{F). Pour X 
proclie de 0, on a D'^ {exp{X)'j) = D'-^{'y)D'^''{exp{X j). D'apres Harish-Cliandra, il existe 
rjj > tel que X i-> D'^'> {exp{X))~'^'^ soit integrable au voisinage de 0. Le reel rj^ ne 
depend en fait que du groupe Gy. Or il n'y a qu'un nombre fini de tels commutants 
possibles. En prenant pour 77 le plus petit des reels 77^, on obtient (2). □ 

On fixe une norme ||.|| sur G{F) selon la methode habituelle. On suppose qu'elle 
est biinvariante par K et que \\g\\ > 1 pour tout g G G{F). On rappelle que, pour 
tout g G G{F), on a defini ho(g) G ,4^. Les fonctions 1 + Zog'(||g'||) et 1 + |^o(9')| sont 
equivalentes. Fixons 70 G G{F). On definit une norme sur G{F) par ||7|| = \\g\\ si 
7 = (77o avec g G G{F). Elle depend du point-base 70 mais sa classe d'equivalence (en 
un sens plus ou moins clair) n'en depend pas. 

Lemme. Soit T un tore tordu maximal de G. II existe deux entiers N,k > et un reel 

tels que I'on ait les majorations 

(i) inft^TOfi(F)\\tx\ \ < c{inft^T^,o^F)\\t^\\)^\\x-^'yx\\^D^{'y)-'' 

(a) infteT(F)\\tx\ \ < c\\x^^jx\\'^ D'^ 
pour tout X G G{F) et tout 7 G f{F) n Greg{F). 



Preuve. La preuve reprend celle du lemme 4.2 de [Al]. Considerons une extension 
galoisienne finie F' de F que Ton precisera plus tard. On fixe comme precedemment des 
normes sur G{F') et G{F'), notons-les pour un instant H existe un entier A^i > 1 

tel que Ton ait les majorations 

\\x\\ « \\x\\p}, \\x\\f' « 

pour tout X G G{F) et on a des majorations similaires pour 7 G G{F). On voit que 
I'enonce est equivalent a celui obtenu en remplagant ||.|| par ||.||f' dans les inegalites (i) 
et (ii). On peut done travailler avec les seules normes et simplifier la notation pour 
le reste de la preuve en abandonnant les indices F'. 

Soit S un sous-tore de G defini sur F, pas forcement maximal. On montre d'abord 

(3) il existe un entier A^2 tel que I'on ait la majoration 

inftes{F)\\tx\\ « {inftes{F')\\tx\\)^^ 

pour tout X G G{F). 

Notons d le degre de I'extension F'/F et S{F'Y le sous-groupe des puissances d-iemes 
dans S{F'). Le quotient S{F')/S{F'y est compact, d'oia une majoration 

(4) inftes{F')d\\t^\\ « infteS{F')\\tx\\ 
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pour tout X G G{F'). Fixons x e G{F), posons X — inft^s{F')A\^^\\ choisissons 
u e S{F') tel que = X (il est a peu pres clair que la borne infcrieure est atteinte). 

Pour cr G Gal{F' /F), I'application y i— )■ ||o'(y)|| est encore une norme sur G{F'), il y 
a done un entier > 1 tel que ||cr(|/)|| << |||/||^^ pour tout y G G{F') et tout a G 
Gal{F' / F). Done | |cr(M)'^a;| | << X^^ pour tout a. Parce que a{uYu'''^ = a{uYx{u'^x)~^ , 
on en deduit I'existence de iV4 > 1 tel que | |(7(m)'^m~'^| | << X^*. On vcrifie qu'il existe 
iVs > 1 tel que \ \v\ \ « Wv'^W^" pour tout ^; G S{F'). D'ou \ \a{u)u'^\ \ « X^*^^. Posons 
V = UaeGaiiF'/F) ^(«)- On a = iUaeGaiiF'/F) (j{u)u-^)u'^x, d'ou Texistence de iVe > 1 
tel que \\vx\\ « X^^. Mais v G S{F). Done inft^s{F)\\tx\\ « X'^^ . Jointe a (4), cette 
relation demontre (3). 

On choisit F' de sorte que T soit deploye sur F'. En appliquant (3) a = ou 
S — T, on voit que les assertions de I'enoncc sont cquivalentes aux memes assertions oil 
I'on remplace le corps de base F par F'. En oubliant cette construction, on pent supposer 
que T est deploye sur F. On fixe un sous-groupe de Borel B = TU de G contenant T. 
La decomposition d'lwasawa montre que Ton pent se limiter a prouver I'enonce pour 
X G B{F). Ecrivons x ^ yu avee y G T{F) ei u e U{F). Pour S = ou = T, il 
existe Nj > 1 tel que 

(5) tnft^siF)\\tx\\ « {inftesiF)\\ty\\f'\\u\\'''. 

On a x~^jx — u''-f', ou 7' = y~^^y et u' = u~^ady{u). II resulte de la filtration habituelle 
du groupe unipotent U que les coefficients de u sont des fractions rationnelles en les 
coefficients de 7' et u', avec pour denominateurs des puissances de det{{ad^' — l)|g/t«)- 
II y a done des entiers N^,ki > 1 tels que \\u\\ « \\x~^jx\\^^D'^{'y')~^'^ . Puisque 
D^il') = D^i^y): la relation (5) nous ramene a prouver I'existence d'un entier A'g > 1 
tel que 

(6) infteS(F)\\ty\\ « (m/te5(F)IK7ll)^^l|y"'7yir^ 

Le cas ou S — T (qui concerne le (ii) de I'enonce) est trivial puisque le terme de gauche 
vaut 1. On suppose maintenant S = T^'°. Parce que les deux groupes (1 — 9){T{F)) et 
T^'^{F) sont d'intersection finie et que leur produit est un sous-groupe d'indice fini de 
T{F), on verifie qu'il existe iVio > 1 tel que 

infteTe,o{F)\\ty\\ « {infteTe,o(F)\\ty~'^0{y)\\f'°- 
Soit t' G T^'°(F) tel que soit minimal, posons 7' = (t') "'^7. Alors 

infteTe.o^F)\\ty\\ « \\t'y-Xy)\\'''° « \\t'y-'o{yh'miT'' 

pour un certain Nn > 1. Mais t'y^^9{y)j' = y^^jy et ||7'|| = inft^TO,o(F)\\t'j\\- La 
relation precedente n'est autre que (6). Cela acheve la preuve. □ 
Le lemme entrame evidemment 

(7) il existe un entier k > et, pour tons sous-ensembles compacts Q de G{F) et fl 
de T{F), il existe c > tel que Ton ait la majoration 

inft^Te,o(F)\\tx\ \ < cD^{-f)~^ 

pour tout couple (x, 7) tel que x G G{F), 7 G O fl Greg{F) et x~^jx G Q. 
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4.3 Application de la formule de Weyl 

On a defini I'integrale {u, fi, en 3.1. C'est une integrale a support compact. 
On applique la formule de Weyl sous sa deuxieme forme a I'integrale interieure en 7. On 
obtient 

(1) j^{u,h,h)= Yl iw^'ww^r' E 4>,/i,/2), 



ou 



JS(F)/(l-e)(S(F)) Js» 



L 



S{F)/{l-e){S{F)) JS0{F)\G{F) 

fi{x~^^x)f2{g~^x~^^xg)ijj{g)k^{g) dg dx D^{^) d-y. 



'Aa{F)\G{F) 

On a note nos tores S plutot que T pour eviter les confusions avec le parametre T. 

On fixe jusqu'en 4.8 un espace de Levi M contenant Mq et un tore tordu elliptique 
^ de M. Par changement de variables 51 1-> on a 

JsiF)/{l-e)(S(F)) JsO(F)\GiF) 

fi{x''^-ix)f2{y~'^iy)uj{x~'^y)if{x~'^y) dydxD^{-f) d-f. 

A^{F)\G{F) 

Pour tout 7, la fonction y 1-^ f2{y~^jy) est invariante par S^{F), a fortiori par Ag{F) — 
A^{F). D'ou 

Jlsi^,hj2) = \W''{S)r [_ [ 

Js{F)/{l-e){S{F)) JS9{F)\G{F) 

fi{x-^'yx)f2{y~^'yy)uj{x-^y)u^{x, y) dydx .0^(7) ci7, 



Aj^{F)\G{F) 



OU 



u^j-,{x,y) = I u{a)K^{x ^ay)da. 



'Aa{F)\A^(F) 

Soient x,y e G{F). Pour P e T{M), on a defini T[P] en 1.3. On pose Y{x, y, T; P) = 
T[P]+Hp{x)—Hp{y).lja.{ajm\[ey{x,y,T) = {Y{x,y,T; P)) p^^^^j^^ est (G, M)-orthogonale. 
On introduit la fonction H 1— ?> T ^{H^ y{x^ y, T)) sur Aj^^, cf. 2.2. Rappelons que I'on note 
A]^{F)c le plus grand sous-groupe compact de Aj^{F), c'est-a-dire le sous-groupe des 
a e A]^{F) tels que Hj^{a) = 0. Si la restriction de a; a ce groupe est non triviale, on 
pose 

Supposons maintenant que la restriction de a; a Ajq^(F)c est triviale. Alors ou se factorise 
en un caractere de Aaj^,f que Ton note encore ou. On pose alors 

vlix, y)^C ! V^{H, y{x, y, T))u{H) dH, 
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ou 

C = mes{Aj^{F),)mes{Aa{F),)-\ 



Posons 



Js(F)/(l-e)(S(F)) J so 



S(F)/{l-e){S{F)) JS0{F)\G{F) 

fi(x~^-fx)f2(y~^-fy)uj(x-^y)v'^(x, y) dy dx D^{^) d-f. 



Ja^{F)\G{F) 



Proposition. L'expression ci-dessus est absolument convergente. Pour tout reel r, on 
a la majoration 

\Jl:si^^h^h) - JlM:si^^h^h)\ « \Tr 

pour tout T. 



Cette proposition sera prouvcc cn 4.6. 

Dans les formules dcfinissant -{u, fi, et Jj^^ ^(cu, /i, /2), les variables d'intcgration 
7, a; et y apparticnncnt a des ensembles quotients mais il convient de les relever dans 
S{F), resp. G{F). On fixe un sous-ensemble compact de G{F) contenant les supports 
de fi et /2. L'ensemble des elements de S{F)/{1 — 9){S{F)) dont la classe de conjugai- 
son coupe fi est compact. On peut done fixer un sous-ensemble compact de S{F) et 
supposer 

(2) ^en. 

Appliquons 4.2(7). Puisque S^'^{F)/Aj^^{F) est compact, on peut remplacer dans 
cette relation le groupe par Ajq^(F). Cela nous permet de supposer 

(3) ||x||,||t/||<cL'^(7)-'=. 



4.4 Une majoration de nF^{x^y) et v^ix^y) 



Fixons e > 0. Notons la fonction caracteristique des 7 e S{F)/{1 — 9){S{F)) tels 
que D^{-f) < e^'l^l. 

Lemme. Pour tout reel r, on a la majoration 

f f f l/i(^"V)/2(2/^S2/)l 

J S{F)/{l-e){S{F)) JS9{F)\G{F) Ja^{F)\G{F) 

{\ul{x,y)\ + \vl{x,y)\)dydxx^{7)D^{7)d7« \Tr 

pour tout T. 

Preuve. II suffit de traiter le cas oil w = 1 et les fonctions /i et /2 sont a valeurs 
positives ou nulles. Montrons qu'il existe un entier D > tel que, pour x et y verifiant 
4.3(3), on ait la majoration 



(1) \ul{x,y)\«{\T\ + \log{D%))\f. 
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On a une maj oration 

pour tout g G G{F) tel que ^■^(5') = 1. Le terme u'^{x,y) est defini par une integration 
sur Aj;^{F)/A(j{F). II existe un ensemble fini b C Aq tel qu'en posant A^{Fy° = {a e 
Ajii{F)-HQ{a) e b}, on ait 

Pour a dans I'ensemble d'integration, on a 

\T\ + log{\\x\\) + log{\\y\\), 

d'ou 

d'apres 4.3(3). L'integrale est alors essentiellement bornee par la mesure des H e ■^Aj^,f 
tels que \H\ soit majore par le membre de droite ci-dcssus. On en deduit (1). 

Une prcuvc similaire montre que la fonction v^j{x,y) vcrific la memo proprictc. 

D'apres Ics explications de la fin du paragraphe precedent, l'integrale de I'enonce est 
done majoree par 

/ / / /i(^"'7^)/2(y-Sy) 

Js{F)/{l-e){S{F)) Jse{F)\G{F) Ja^(F)\G{F) 

i\T\ + \log{D^mrdydxx^Al)D^{l)dl 
« f Iah,h)lGhJ2){\T\ + \log{D^mfxI{l)dr 

Js{F)/{l-e){S{F)) 

On choisit 77 comme en 4.2(2). Dans le domaine 011 les fonctions a integrer ne sont pas 
nuUes, on a 

(|r| + \log{D^m)^ « \T\^D^{^)-^/', 

En utilisant aussi 4.2(1), on voit que l'integrale ci-dessus est done essentiellement majoree 
par 

|y|Dg-e,|T|/2 f 

Jn 

La derniere integrale est convergente et le lemme s'ensuit. □ 



4.5 Majoration de Uj^{x,y) — v^{x,y) 

Lemme. II existe e > tel que, pour tout reel r, on ait la majoration 

\uli{x,y) -v^{x,y)\ « |T|-^ 
pour tout T et tous x,y e G{F) tels que ||y|| < e^l"^'. 
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Preuve. Fixons e' > que Ton precisera plus tard. On note e'T la famille de points 
(e'r[P])pgp(^). Pour Q = LVq G T[M), posons 



u\[x,y,Q) = / (^(a)/^^(x-^a|/)r|(i/^(a),e'r)T|(i/i(a) -e'r[Q])cia. 

Si io est non trivial sur A^iiF^ci posons v'^{x,y,Q) — 0. Sinon, posons 
vlix, y,Q) = C f oj{H)T%{H, y{x, y, T))tI{H, e'r)T^{H - e'T[Q]) dH. 

L'egalite 1.3(6) nous permet d'ecrire 

On peut fixer Q et majorer {u^^x, y, Q) —v'^{x, y,Q)\ - Ecrivons x = ulk, y — u'l'k', avec 
/, /' e L{F), u e Uq{F), u' e Uq{F), k, k' e K. Soit a G Aj^{F) tel que 

(1) r|(i/M(a),6'r)r|(i7,^(a) - e'T[Q]) = 1. 

On a x~^ay = k~^hl^^al'h'k' , avec h' = {au'l')~^uau'l' , h = l~^au'a~^l. Les elements 
u' , h' et h sont unipotents, ecrivons u — exp{Y), v! — exp{Y'), h — exp(X), h' — 
exp{X'). Munissons q{F) d'une norme |.|. Parce qu'il s'agit d'elements unipotents, on a 
des majorations \Y\ « \ \u\\^, \Y'\ « pour un enticr D convenable. Fixons e et 

supposons \ \y\ \ < e^'-^L On a essentiellement la meme majoration pour /, u, I', u' . On 
a done aussi « e^'i^l. L'element X se deduit de Y' par conjugaison par / a. 

Dans la suite interviendront des reels Ci,C2 etc... que, pour simplifier, on n'introduira 
pas. A chaque fois, cela signifie qu'il existe un reel Ci, C2... > 0, independant des donnees, 
tel que la relation soit verifiee. Ainsi, la relation (1) entraine 

(2) |a(a)| >e^i^'l^l 

pour toutc racine a de agissant dans Uq. Ici a agit dans Uq et les racines y sont 
inferieures a e"'^^'^''^'. La conjugaison par est de norme bornee par e'^ '^'^' pour un 
entier convenable. On en deduit des majorations 

(3) (a) |X| «e('^^^-^3^')l^l. 

De meme, 

(3) (6) |y| « e^'^^e-caeOm^ 

Supposons d'abord F non archimedien. On suppose C2e — c^e' < 0. On peut toujours 
supposer \T\ assez grand (la majoration dc I'enoncc ctant triviale pour \T\ borne). Alors 
les relations ci-dessus entrainent que h^h' G K. On a done K^{x^^a,y) = K^{l"^al'). 
Fixons un element P G V{M) tel que P C Q et un element w G W-^, relevc cn un 
element de K, tel que Pq C w{P). Posons M = w{M), L = w{L), Q = w{Q), I = wlw~^, 
a = waw~'^, i' = wl'w~^. On a k^{l~'^al') = K^{r^gf). Fixons u,u' G K n L{F) et 
m G Mo(F)-'^ tels que r^ajf = umu'. On a 
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(4) si e < c^e' et \T\ est assez grand, alors m e Mq{F)-. 

II s'agit de prouver que a{m) > 1 pour toute racine a de Aq intervenant dans Uq. II 
sufiit de prouver que, pour tout N G Uq{F), on a \adm{N)\ > \N\. En remplagant N par 
aduiQ'yi{N), il sufiit que, pour tout N G Uq{F), on ait 

l«^^«-ir^a(^)l ^ l«(^«'a')-i(^)l- 

On a 

|ad„,(,,)-i(7V)| « \\IT\N\ 
pour un entier D convenable, d'oii 

|a(i„,(,.)-i(iV)| «e^^^l^l|iV|. 

Posons N' — ad^-ii-ig^{N). On a ada{N) — adiu{N') d'oii, par le meme raisonnement 

\ada{N)\ « e'=«^l^l|7V'|. 
Mais pour a intervenant dans Uq, Q;(a) est minore par la relation (2). On en deduit 

\ada{N)\ » e"i^'l'^l|Ar|. 

Toutes ces relations entrainent 

|arf„,(;.)-i(iV)| « e((^5+^6)^-^i^')l^l|Ar'|. 

En supposant {c^ + Coje — Cie' < 0, cela entraine la majoration cherchee. Cela prouve (4). 
On a 

(5) si e < e', alors 

liJoM^I < C7e'|T|. 

On fixe un ensemble fini b C Ai p tel que Ai p C Aa^,f + b. On pent choisir un 
element h G Ai{F) tel que Hi{a) — Hi{b) G b. Posons a' = a6~^. La relation (1) entraine 

T^{Hj^^{gf),e'T) = 1. Puisque de plus Hi{gf) G b, on a 

\H^{g!)\<cse'\T\. 

On en deduit une majoration 

Posons m' = mb~^. On a Ho^m')— = Ho^m)-. D'oii une majoration 

l/^oM^I <cioMII^1l)- 

Mais m' = l~^a'l/. Par un calcul maintenant familier, on en deduit 

log{\\m'\\) < 1 + {cge' + Cne)\T\. 

La relation (5) resulte des deux majorations precedentes. 

On suppose e, e' et T tels que (4) et (5) soient verifies. Montrons que 

(6) si e' est assez petit, on a I'egalite (l)^^{Ho{m) —T) — (t/^{Hi{m) — T). 

Notons simplement H — Hp^{m). L'egalite (pp^{Ho{m) —T) — 1 equivaut a 

no 



(7) < vja, H -T ><0 pour tout a e Ap^. 
L'egalite (t)%{Hi{m) —T) — l equivaut a 

(8) <Wfi,H -T ><Q pour tout a e Ap^ - a|^. 

Evidemment (7) entraine (8). Inversement, supposons (8) verifiee. Soit a e A^^. On a 

<Wa,H-T >=< Wa, H^-T^> + <ZUa,Hi-Ti> . 

On va prouver que ces deux termes sent ncgatifs pourvu que e' soit assez petit. Cela 
prouvera que (8) entraine (7) et achcvera la preuve de (6). Le terme if— est une projection 
de Ho^m)-. D'apres (5), on a done une majoration 

\<Wa,H^>\< Ci2€'\T\. 

On a aussi facilement 

<vj&,T>>ci3\T\. 

II resulte de ces deux inegalites que < zua, H— — T- > est negatif si e' est assez petit. 
D'apres (7), le terme Hi — Ti est combinaison lineaire a coefficients negatifs ou nuls de 

termes pour /3 G Ap^ — A^^. II reste a voir que, pour un tel /3, on a < Wa, >> 0. 
On a 

< Wa, Pi > = < ^ > - < UJa, ^- > . 

Le premier terme est nul puisque a G A^ ct (3 ^ A^ . Parce que A p^ est une base aigue, 

appartient a la chambre negative fermee associee a A^ , a fortiori est combinaison 

lineaire a coefficients negatifs ou nuls de a' pour a' G A^^. Done < Wa,P^ >< 0. Cela 
achcve la preuve de (6). 

On a 

(9) si e' est assez petit, on a l'egalite k^{x^^ay) = (()'^{Hi{a) — Hq{x) + Hq^i/) —T[Q]) . 
On a vu que K^(x~^ay) = K^(l~^al/) = K^{m). Puisque m G Mq{F)- d'apres (4), on 

a K^{m) = (f)^ {HQ^m) —T). Grace a (5), on a done K^{x^^ay) = (f)'^{Hi{m) — T) pourvu 

que e' soit assez petit. Par conjugaison par w, cela entraine K^{x~^ay) = (j)Q{w~^Hi{m) — 
T[Q]). Par definition de m, on a l'egalite 

Hi(m) = -Hi(l_) + Hi(a) + Hi{l!). 

On a aussi w~^Hi{V) = Hi{l) etc... D'oii 

w-'Hi{m) = -Hiil) + Hi(a) + Hi(l'). 

II resulte des definitions que Hi{l) = Hq{x) et Hi{l') = Hq{ii). On obtient alors l'egalite 
de (9). 

Supposons e' assez petit pour que (9) soit verifiee. Alors I'integrale definissant li^ix, y; Q) 
se factorise en 

(10) ul{x,y-Q) = C{u:) j <j>^{H - Hq{x) + H^{y) - T[Q]) 
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^l{H,e'T)T^{H-^T[Q])dH, 

ou 

C{u) — I u{a) da. 

J A^{F)cAa{F)/AQ{F) 

Si uj n'est pas trivial sur A^(F)c, C{lo) est mil. Alors = v'^^{x,y;Q) par 

definition de ce dernier terme. Supposons maintenant u) trivial sur A£j[F)c. Alors C{u}) — 
C . Fixons H e '^Aj^,f tel que 

(11) vl{H,e'T)4{H-e'T[Q])^l. 

On va prouvcr 

(12) si e' et e < e' sont assez petits, on a I'egalite 

T%{H, y{x, y, T)) = 4>%{H - Hq(x) + H^{y) - T[Q]). 

Fixons un sous-espace parabolique P e V{M) tcl que P C Q et que H appartienne a 
la cloture de la chambre positive associee a I'espacc parabolique P fl L de L. On a alors 
I'egalite r^(if, t'T) = 4>f{H - e'T[P]). L'egalite (11) entraine alors que H appartient a 

la cloture de la chambre positive associee a I'espace parabolique P. Par des arguments 
deja vus, on a des maj orations 

\Hp,{x)\,\Hp,{y)\<ci^e'\T\ 

pour tout P' G V{M). Si e' est assez petit, il en resulte que y{x,y,T) est une famille 
positive. Done H' i— )■ T^{H' ,y{x,y,T)) est la fonction caracteristique de I'ensemble des 
H' tels que {H')'^ appartient a I'enveloppe convexe des Y{x,y,T, P')'^ . Pour H dans la 
cloture de la chambre positive associee a P, on a simplement 

r%{H, y{x, y, T)) = 4{H - Hp{x) + Hp{y) - T[P]). 

Posons X = H — Hp{x) + Hpiy). De la memo fagon que Ton a prouve (5) et (6), on 
montre que si e < e', on a \X^\ < ci5e'\T\, puis que, si e' est assez petit, on a I'egalite 

4{H - Hp{x) + Hp{y) - T[P]) = 0g(i/ - Hq{x) + H^{y) - T[Q]). 

Cela prouve (12). 

L'egalite (10) jointe a (12) prouve I'egalite u^^{x,y]Q) — v'^{x,y;Q). On a du sup- 
poser e' et e/e' assez petits. Si e lui-meme est assez petit, on pcut choisir le parametre 
auxiliaire e' satisfaisant ces conditions. Cela prouve le lemme. Cela prouve meme plus, a 
savoir l'egalite u'^{x, y; Q) = v'^{x, y; Q). 

Rappelons que Ton avait suppose F non archimedien. Remarquons que cette hy- 
pothese n'a ete utilisee que pour affirmer que exp{X) et expiY) appartenaient a K. Tout 
le reste est valable sans hypothese sur F. Ainsi, supposons maintenant F archimedien 
et definissons u^(a;, ?/,Q) comme I'intcgrale analogue a u^^{x,y\Q) oii I'on remplace 
k^{x^^ay) par k^{l^^al'). On a pour cette integrale les memes resultats dcmontres 
prccedemment pour M^(a;, y\ Q). Revenons a I'egalite x~^ay = k~^exp{X)l~^al'exp(Y)k' , 
qui entraine K^{x~^ay) — kF {exp{X)l^^ al' exp{Y )) . Fixons un element m' e Mq{F)- tel 
que exp{X)l~^al'exp{Y) e Km'K et definissons m comme dans le cas non archimedien. 
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On a encore (4) : m e Mo{F)- (sous hypotheses sur e et e'). II resulte alors de (3) (a) et 
(3)(b) et du lemme 5.2 de [Al] que Ton a une majoration 

\Ho{m) - Ho{m')\ < cisexp-^^^l^l. 

-- 1 — ea;]9~'^^®l^l/^. De I'inegalite ci-dessus resulte les 



Posons ?7+ = 1 
maj orations 



puis 



exp ^=161^1/2^ ^ 



m) < 



K (m) 



\K^{m) - k^{m')\ < k^'+^im) - k'^-^im). 
Puisque k^{m') — k^{x~^ay), on en deduit 



u^(a^, 2/; Q) - u^ix, y;Q)\< 



{k'"+^{l-^al') - k'"-' {l-'al')) 



r|(i/^,(a), e'T)T^{H-^{a) - e'T[Q] da. 

Le membre de droite est la difference entre une expression analogue a u^(a;,|/;Q) oii 
Ton remplace uj par 1, T par r;+T et e' par %^e', et l'expression similaire oii r]- remplace 
77+. Ces expressions sont calculees par (10). On obtient 



\^^M^x,y-Q) -u^{x,y;Q)\ < 
{(t>%H - Hq{x) + H^{y) - 77+r[Q]) - (t>%H - Hq{x) + H^{y) - V-T[Q])) 



rl{H,e'r)r^{H-e'T[Q])dH. 

Le membre de droite est la difference entre les volumes de deux polyedres dont Fun 
est inclus dans I'autre. Leurs sommets ont une norme essentiellement bornee par \T\ et 
tout point de la fronticrc du petit polyedre est a distance au plus 017(77+ — rj-)\T\ de la 
frontiere du plus grand. La difference dc leur volume est done essentiellement bornee par 
(?7+ — ?7_)|Tp pour un entier D convenable. Done par e~'^^*^'^'/^|T|^. On conclut que, 
pour tout reel r, 

\ul.{x,y;Q) - u}.{x,y;Q)\ « IT]-''. 



Comme on I'a dit, la preuve du cas non-archimedien montre que u^(a;, y; Q) = v^{x, y; Q). 
Cela prouve le lemme. □ 



4.6 Preuve de la proposition 4.3 

Pour prouver que Jj^ -{u, fi, est absolument integrable, on considere T comme 
fixe. L'expression Jj^ ^{cu, fi, f2) est une integrale en 7. Elle est a support compact. Au 
voisinage des elements singuliers, elle est absolument integrablc d'apres le lemme 4.4. 
En utilisant la relation 4.3(3), on verifie que la fonction v^{x,y) reste bornee (pour T 
fixe) si 7 reste hors d'un voisinage des elements singuhers. Alors I'integrale hors d'un tel 
voisinage est essentiellement bornee par 

(1) / II \h{x-'-ix)h{y-'iy)\dydxD^{^)d^, 

JS{F)/(1-B){S{F)) JS0{F)\G{F) Ja^{F)\G{F) 
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ou encore par 

/ 7^(7, 1/11^6(7,1/21^7, 

JS{F)/{1-8)(S(F)) 

qui est convergente d'apres 4.2(1). 

Demontrons maintenant la majoration de I'enonce de la proposition 4.3. On fixe e 
comme dans le lemme 4.5. On fixe ensuite e' > tel que la relation .0*^(7) > e^^'l^l et la 
relation 4.3(3) : 

\\x\\,\\y\\<cD^(^)-'' 

entrainent ||x||,||y|| < e^'-^', du moins si T est grand (on pent supposer T grand pour 
demontrer notre majoration). On decompose gi^^, fi, f2) — </J^ ^(<^, /i, /2) en somme 
de deux integrales. Dans la premiere, on glisse le terme xj'il)- Dans la seconde, on 
glisse le terme 1 — xj'il)- La premiere integrale est majoree par le lemme 4.4 : pour 
tout reel r, elle est csscnticllcmcnt borncc par |T|~^. Dans la seconde, grace a 4.3(3) ct 
nos choix de e' et e, on a la majoration du lemme 4.5. Pour tout r, cette integrale est 
done essentiellement majoree par le produit de |T|~^ et de I'integrale (1). Celle-ci etant 
convergente, cela prouve la majoration cherchee. □ 



4.7 Terme constant de v^{x,y) 

Soient x,y e G{F). Pour P e V{M) et A e iA]^, posons 

v{x,y;A,P) = e<^'^p(f)-^pW>. 

La famille (i'(x, y; A, P))^^^^^^ est une (G, M)-famille, dont on deduit une fonction 
v%(x, y; A). On pose v^{x, y) = v^{x, y; 0). 



Lemme. (i) La fonction T f{T) = v'^{x, y) appartient a PolExp. Plus precisenient, 
elle appartient a un espace PolExp'E,N si F est ardiimedien, resp. PolExps^N si F est 
non-archimedien, ou S et N, resp. H et N, sont independants de x et y. 
(a) Supposons F archimedien. On a 



coif) 



(— 1)"m ''Gv^{x,y), si oj est trivial sur Aj^{F), 
0, sinon. 



(Hi) Supposons F non-archimedien. Soit IZ C Amo,f ®z Q un reseau. Alors il existe 
un entier ki > et un reel c > ne dependant tous deux que de TZ de sorte que, pour 
tout entier k > 1, on ait la majoration 

|c^7^,o(/)l<c^-'(^«^(lkll) + W(lly|l))"^-"'^ 
si uj est non trivial sur Aj^{F), respectivement 

|ci7^,o(/) - (-ir-""^4(^'?/)l < ^^"'(Mlkll) + Mlly|l))"-^^^ 

si CO est trivial sur Aj^{F). 
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Preuve. On traite le cas ou F est non-archimedien, le cas archimedien etant plus 
simple. Si u n'est pas trivial sur Aj^j{F)c, v'^j{x,y) = et les assertions sont cvidentes. 
Supposons u trivial sur Aj^j{F)c. On a dcduit de u un caractere de Aaj^-j,f, encore note 
a;. II y a un unique A^^ G '^^*m/^a^,f ^i^) = e<^"'^^ pour tout H G Aaj^,f- 

Notons que, puisque uj est trivial sur Aq{F), la projection {A^)q appartient a iA^^^p. 
On a 

On peut decomposer la somme en une somme sur X e Aq p/ Aaq,f suivie d'une somme 
sur H e ■^A^,F n A^ p{X). Par inversion de Fourier, cette derniere somme peut etre 
remplacee par la somme sur H e A^ suivie de 



[Am,f ■ -4a^,f] ^ Y 



Remarquons que C[Aj^j p : vA^^^i?] ^ = mes{A^{F)c) ^mes(iv4.*^ ^) ^. Tout ceci est ab- 
solument convergent puisque la fonction H i-)- r^(i7, y{x, y, T)) est a support compact. 



On obtient 



vli{x,y) =mes{A^{F)c) ^mes(M*^ ^) ^ I^{x,y, X; A^+u), 



OU, pour A e A*^ ^, on a pose 

Cette derniere somme est finie done definit une fonction holomorphe en A. Fixons Pi G 
V{M) et supposons < A, a >> pour tout a G Ap^. La variante tordue de 1.3(7) nous 
dit que 

T%{H,y{x,y,T))^ J2 {-l)<''^''^H%pSH-Y{x,y,T-P% 
Pev{M) 

oil Y{x, y, T; P) — T[P\ — Hp{x) + Hp{y). L'hypothese sur A nous permet de permuter 
les deux sommes : 

I^{x,y,X-K)= J2 i-iy^^'^'^ E 4,h(H-Y{x,y,T;P)) 
Perm H&A%^^{x) 

^ J2 (-l)^(^'^^)efj(^'^'^'^)(X;A). 
Per{M) 

La variante tordue de 1.5(2) conduit a I'egalite 



I^{x,y,X;A)= J] (-^^^^(X; A). 
PeP(M) 
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Introduisons la (G, M)-famille (</7(A; P))pgp(jg) formee des fonctions constantes valant 
1. Alors 

On a prouvc ccttc cgalitc sous dcs hypotheses portant sur A mais elle se prolonge a tout 
A, les deux membres etant meromorphes (et en fait holomorphes) . Notons simplement 
yx,y = y{x,y,0). Avec la definition de 1.7 (dans sa version tordue), on a y{x,y,T) = 
yx,y{T). On obtient 

vl{x,y) = mes{A^{F\)-'mes{iA*^^^)-' J] J] ^f^^^'^^Xx-.K+u). 

La variante tordue du lemme 1.7 entraine I'assertion (i) de I'cnonce. Pour un rcseau TZ et 
un entier A;, le coefiicient ci^qIJ) est le produit de mes(/lg(F)c)~^mes(i^*^ ^)~^ et de 

la somme des coefficients analogues pour les fonctions T ^ (^^•^"'^^' ^(X; A^ + u), lesquels 
sont calcules par le meme lemme. Notons N' I'ensemble des u G iA\ j^liJ^,-^ „ tel que 
A^ + z/ e iA^^ J, + iA*^. Pour e TV, fixons A^,^ e iA*^ tel que A^ + i/ e A^,^ + lA)^ ^. 
Posons 

(1) c(/) = me.(A^(F)J-ime.(a^_p)-i J] J] e<^--^>4(:t^.,,; A.,.). 

Notons N{x,y) la norme de la ((7, M)-famille {i^{yx,y;KP))p^^f^^y La variante du 
lemme 1.7 implique qu'il existe un entier fci > et un reel c > 0, ne dependant tous 
deux que de 7^, de sorte que, si A; > /ci, on ait la majoration 

(2) \c.T^^o{f)-c{f)\<cN{x,y)k-\ 

En comparant les definitions, on voit que 99(3^3;,^; A, P) = v{x,y; —A, P) pour tout P. 
Parce que e^(— A) = (— l)"M""Ge^(A), on en deduit 

^%{y.,y;A^,,) = {-irM-ov%{x,y;-A^,,). 

Dans la formule (1), la somme en X vaut [Aq p : .4^^,^] si A^^^,^ e ^-^^f' ^ sinon. 
Notons que si A^^^i, e ^, on a A^^ + i/ G ^, d'oia A^^ e . p. Cela equivaut 
a ce que ou soit trivial sur Ajq^(F). Done, si a; n'est pas trivial sur Aj^^{F), c{f) = 0. 
Supposons u trivial sur Aj^^{F). On pent supposer A^^ = 0. La condition u E J\f signifie 
que u G (iA)i p fl iA%)liAS, „. La condition A^y E iAS, „ selectionne le terme t/ = 0. 

^ M' G^' G,-r ' G,-r 

En remarquant que mes{AQ{F)c)~^mes{iA*Q py^lA^^p : ^a^.f] = 1, on obtient 

c(/) = (-irM-c^^(^,2/). 

La majoration 

N{x,y) « SMppg^(X^)(l + \Hp{x)\ + \Hp{y)\yM--G 
resulte des definitions. II est clair que Ton a 

(3) 1 + \Hp{x)\ + \Hp{y)\ « 1 + log{\\x\\) + log{\\y\\). 
Alors les assertions de I'enonce resultent de (2). □ 
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4.8 Terme constant de ~ Jcu, fi, fo) 

Supposons d'abord cu trivial sur S^{F). Pour 7 e S{F), posons 

4(7,a;,/i,/2)=i^^(7) / / /i(x-V)/2(r%V(a:-'l/)4(^' ^) 

^S«(F)\G(F) JS»{F)\G{F) 

Posons 

Si CO n'est pas trivial sur S^{F), on pose simplement 

Lemme. (i) Les expressions ci-dessus sont absolument convergentes. 

(u) La fonction T i->- f{T) — Jj^ ^(a;, /i, appartient a PolExp. Si F est ar- 

chimedien, on a I'Sgalite Co(/) = (— 1)"m~"g J?, .(u;, /i, /2). Si F est non-archimedien, 
pour tout reseau TZ C Amo,f ®il Q, on a I'egalite 

/zmfc^ooci7^,o(/) = (-l)"^~"°jg^-(a;,/i,/2). 

Remcirque. Comme en 3.23, on appellera "terme constant" de / le terme Co(/) si F 
est archimedien, limk^^ci^r,{f) si F est non-archimedien. 

A; ' 

Prcuvc. Pour I'asscrtion (i), on pent supposer ou trivial sur S^{F). II resulte de la 
variante tordue de 1.7(1) et de 4.7(3) que Ton a une majoration 

\v^ix,y)\«il + logi\\x\\) + log(\\y\\)f 

pour tous x,y E G{F), ou D = Qj^ — Qq. En tenant compte de 4.3(3), il suffit de prouver 
la convergence de 

(1) / / \Mx~'^x)My''^ym + \log(D^(^))\)''dydxD^(^)dr 

Jse(F)\G{F) Ja^{F)\G{F) 

Grace a 4.2(1), on est ramene a celle de I'integrale 

/ {l + \log{D^mfdr 
Jn 

Puisqu'on a sur Q une majoration (1 + \log{D'^{'y))\)^ « D'^{'y)~'^, cela resulte de 
4.2(2). 

Prouvons (ii), en supposant comme souvent F non-archimedien. Le lemme precedent 
nous dit que chaque fonction T i-> y) appartient a PolExp. Plus precisement, pour 

tout reseau TZ C Amo,f ®z Q, on pent ecrire 

^U^^V)= E e<'^'^>P7^,^,.,.(T), 
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oil xn est independant de a; et y et les polynomes pn,ij.,x,y ont un degre borne independamment 

dc X et y. Commc cn 3.23, les coefficients de ces polynomes se calculent par interpola- 
tion, done ont les memes proprietcs de croissance que les fonctions v'^^{x,y) elles-mcmes. 
II en resulte que, dans la formule integrale definissant Jj^ ^{u, /i, /2), les integrales com- 
mutent au dcveloppement en T. Cela entraine que la fonction T i— )■ /(T) = ^J^^ fi, f2) 
appartient a PolExp. Cela entraine aussi que le terme ci-j^Q{f) se calcule en remplagant 
dans I'integrale les fonctions v'^{x,y) par leurs termes similaires. Ceux-ci sont calcules 
par le lemme 4.7, a une erreur pres. L' integrale des termes d'erreurs est essentiellement 
majoree par le produit de k^^ et de I'integrale (1) ci-dessus. Puisque celle-ci est conver- 
gente, ce terme d'erreur tend vers quand k tend vers I'infini. Le terme principal est nul 
si CO n'est pas trivial sur Aj^{F) et on obtient dans ce cas la formule cherchee. Supposons 
uj trivial sur Aj^{F). On obtient dans ce cas pour terme constant 



/5(F)/(1-0)(5(F)) 



(2) {-l)''M-<^G\w^(S)\-^ I 

JS{ 

I I h{x~^lx)f2{y~^iy)oj{x~^y)v^{x,y)dydxD^{-i)d-i. 

JS»(F)\G(F) Ja.-JF)\G(F) 



IS^{F)\G{F) JA^{F)\G{F) 

On remarque que la fonction y i->- V]^{x,y) est invariante a gauche par M{F), done par 
S{F). En factorisant I'integrale en y en une integrale sur S^{F)\G{F) et une integrale 
en Aj^{F)\S^{F), on voit apparaitre I'integrale 

/ i^{y) dy- 

Ja^{F)\SS{F) 

EUe est nuUe (et done aussi le terme constant), si u n'est pas trivial sur S^{F). Si u est tri- 
vial sur S^{F), elle vaut mes{Aj^{F)\S^{F)). La formule (2) devient (-1)"m-»g jG .(^^ f^^ f^y 
□ 



4.9 La formule geometrique 

Pour tout M G £(Mo), on note Tei;(M, a;) I'ensemble des S e Teii{M) tels que a; soit 
trivial sur S^{F). On pose 

^.i^,M(^'/i'/2) = E \W''{S)\-'mes{A^{F)\S'{F)) 

SeTM{M,oj) 



i 4(7,a;,/i,/2)ci7. 



IS{F)/{l-e){S{F)) 

On pose 

MeC{Mo) 

Proposition. II cxiste une unique fonction T i— >■ ip{T) qui appartient a PolExp et qui 
veriGe pour tout reel r la majoration 

\j''(uj,h,h)-^(T)\« \Tr 
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pour tout T dans le cone ou J'^{u, /i, /2) est definie. Si F est archimedien, on a I'egalite 
Si F est non-archimedien, pour tout reseau TZ C Amo,f ®z Q, on a I'egalite 

Preuve. Cela resulte de 4.3(1) et du lemme precedent. □ 

5 La formule des traces locale tordue, version non 
invariante 

5.1 Le theoreme 

On a defini des expressions J^ec(^> fi,h) et J^s^^ioj, /i, /2) en 3.26 et 4.9. 
Theoreme. On a Vegalite J^^J^OJ, fi, /a) = Jg^^ioj, /i, /s). 

II suffit de comparer les propositions 3.26 et 4.9. □ 

Remcirque. Nos mesures verifiant les conditions de coherence de 1.2, on voit que les 
expressions du theoreme sont proportionnelles au carre de la mesure sur G{F), en un 
sens evident, et inversement proportionnelles a la mesure sur Aq{F). EUes ne dependent 
d'aucune autre mesure. 

5.2 Extension de la formule des traces locale tordue aux fonc- 
tions C°° a support compact 

Dans cc paragraphc, F est archimedien. Notons il I'algebre enveloppante de I'algcbre 
de Lie reelle de G{F). Elle agit a droite et a gauche sur les fonctions C°° sur G{F). Pom 
X,Y G a et f une telle fonction, on note XfY I'image de / par les actions a gauche de 
X et a droite de Y. Soit un sous-ensemble compact de G{F). Notons G^{n) I'espace 
des elements de C^{G{F)) a support dans Q. On munit C^{fl) de la topologie definie 
par les semi-normes 

/ supjen\XfY{-f)\, 

pour X,Y e iX. On a I'egalite 

G^{G{F))=[jG^{n) 

ou Q decrit les sous-ensembles compacts de G{F). On munit C^{G{F)) de la topologie 
limite inductive des topologies que Ton vient de definir sur les sous-espaces C^(f2). 
Autrement dit, une suite {fn)neN d'elements de G^{G{F)) converge vers / e G^{G{F)) 
si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites : 
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- il existe un sous-ensemble compact Q C G{F) tel que / et chaque /„ soient a support 
dans Q ; 

- pour tous X, F G il, on a /im„^ooSMp^g(5(^)|X/F(7) - XfnY{j) \ = 0. 

Comme dans le cas non tordu, le theoreme de Peter- Weyl entraine que C^{G{F), K) 
est dense dans C^{G{F)). 

Proposition. Soient /i,/2 G C^{G{F)). 

(i) Toutcs les expressions intervenant dans la definition de Jfpec{'^i f^i h) •^giomi'^^ /i' 
sont convergentes et ces expressions elles-memes le sont. 

(ii) On a Vegalite J%^^{u, /i, /s) = Jgo^(u;, /i, /a). 



Preuve. Le cote geometrique est a peu pres trivial. Pour i = 1,2, on peut majorer 
\fi\ par une fonction // G G^{G{F), K) a valeurs positives ou nuUes. Chaque terme 
de f^^ f'i) majore par le meme terme relatif aux fonctions f[ et f!^ et au 

caractere uj trivial. La convergence de ces termes entraine celle des termes initiaux. On 
voit de meme que ^^oml*^' hi h) continu en /i et /2. 

Passons aux termes spectraux. Dans le cas oii F = C, on voit que notre probleme est 
equivalent a celui concernant les objets deduits de G et G par restriction des scalaires 
de C a R. On suppose done F = M. On peut fixer un sous-ensemble compact Vt C 
et supposer nos fonctions /i et /2 a support dans Q. On a une formule de la forme 

(1) 4ecK/l'/2)= E E 4(^r„/l,/2)ciA, 

~ - - J i A* 

M€C(Mo) T(i{EMsc<,M,uj)/conj)/iA''^ '"^M 

Oil les c(r) sont des coefficients uniformement borncs. On fixe 70 G Mo(M) verifiant la 
condition 2.1(4) et on definit des fonctions sur G(M) pour i = 1,2 par (pi{x) — fi{x^o). 
Fixons M et T intervenant dans la formule ci-dessus. On a une egalite 

4K, /i, /2) = irace(A'|(7r.J(n.-(/0 ® n.-(/2))), 

oil X^{7rr^) est I'operateur deduit de la {G,M) famille [Xij^T^] K,Q))Q^^f^^^ definie par 

X{'Kr^]K,Q) = M{T:r^;A,Q)®M{7:r^;A,Q). 
On a aussi 

ou 

= ^,-(7o)®^,,(7o)■ 
On a done 

4(^^A' /i' h) = ^'^«ce(jg(7r^^, (^2)), 
oil 

On peut bien sur fixer M et ne considerer que la sous-somme de I'expression (1) 
indexee par M. Un element r G Ed,isc{M,uj) est de la forme {MaiscO^r), ou M^isc C M 
et (7 est de la serie discrete de M^isc^^- On peut encore fixer Mdisc, que Ton suppose 
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semi-standard, et ne considerer que la sous-somme des r issus de ce Levi. On pent 

identifier la composante neutrc dc Am^-^^(R) a AM^isc- Puisquc r est discrct, I'cnscmble 
M^,4^(o") n'cst pas vide. La restriction du caractcrc central de a a Am^^^c naturellement 
paramctrce par un clement de iA^^j^, . Cette restriction ctant fixce par tout clement de 

W^g{a) et I'ensemble des points fixes de Faction d'un tel element dans iA^^.^^ etant egal 
a iA*j^, le parametre en question appartient a iA*j^. Puisque seule intervient la classe de 
T modulo ce groupe, on peut supposer que la restriction du caractere central de cr a 
Am^s^ est triviale. Fixons comme en LIO une sous-algebre de Cartan ()c de I'algebre de 
Lie complexifiee de M^isci^)- Pour toute representation irreductible a de Mdisd^), on 
choisit un element /^o- e f)c dont la classe modulo un certain groupe de Weyl parametre le 
caractere infinitesimal de a. Notons K I'ensemble des representations irreductibles de K. 
De meme, un element k & K aun parametre //« G f)c- Rappelons que les operateurs qui 
interviennent dans I'integrale de (3) agissent dans la representation Indfg (ax) <S) Indg (ax) , 
on S est un element fixe de V{M(iisc)- On decompose cette representation selon les espaces 
isotypiques pour Taction de K x K. Ces espaces sont done indexes par K2) E K x K. 
On note Pki,k2 1^ projecteur sur I'espace isotypique indexe par {ki, ^2). Posons 



On a 



(2) J^i^^T^, fi, f2) ^ Yl ^'^«ce(i^(7r^^,(^i,(/?2;Ki,K2))- 



Remarquons que I'operateur ^"^(77^^^) conserve les espaces isotypiques par construction, 
tandis que f/^^ envoie I'espace de type {ki, K2) sur celui de type {k[, K2), ou, pour i — 1,2, 
k[ — adjg{Ki <S) uj). On a done 

V^l, V^2; «1, ^2) = X^{7lr^;Ki, K2)Ur^{^Pl, 9?2; «1, ^2) t^r;, (/tl , ^2), 



OU 



^Txifl, ^2] Ki, K2) = PkuK2 (J^txM ^ ^rdf^)) 

Puisque 11,-- est unitaire, ce dernier operateur est de norme uniformement bornee. 11 est 
clair que les parametres associes a Ki et k[ sont de meme norme, pour i — 1,2. D'apres 
[A8] p.l74, pour tout reel r, il existe une fonction : C^{G{^)) x C~(G(]R)) M>o 
qui est bornee par le sup d'un ensemble fini de semi-normes et qui est telle que Ton ait 
la maj oration 

\\n,,{^^,^2]^^l,^^2)\\<Cr{^l,V2){l + \\y^^\)-'{l^ 

On montrera ci-dessous qu'il existe C > et un entier D > de sorte que Ton ait la 
maj oration 

(3) ||A'|(7r.,;/.i,/.2)||<C(l + ||/..||)^(l+||/.«J|)^(l + ||/.«,||f (l+''^ll^^ 



dessus et des dimensions de ni et H2. On salt que la dimension de n est essentiellement 



Done trace{j'^{7iT^,ipi,(p2; Ki, K2)) est bornee par le produit des deux expressions ci- 
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bornee par (1 + pour un entier D' convenable. On en deduit pour tout reel r 

une maj oration 

\trace{j%{'K^^,^l,^2-,Ki,K2))\ < c;(<^i, <^2)(l+||/ia||)"''(l+ll/^«ill)"'(l+ll/^K2ll)"''(l+l|A||)"', 

ou 4 ((/?!, (^2) est bornee par le sup d'un ensemble fini de semi-normes. Grace a (2), on 
obtient 

l4(^r.Jlj2)|<C;((^l,<^2)(l+||//.||)-'-(l+||A||)-'- I + 

Si r est assez grand, la derniere serie est convergente. L'integrale en A de I'expression 
ci-dessus Test aussi et on obtient simplement 

/ |4(^r„/l,/2)|c^A<C"c;((^l,(^2)(l+||/^.||)-^ 

pour une certainc constantc absolue C . Remarquons que chaquc representation a de 
la serie discrete de Mdisc{^) ne donne naissance qu'a un nombre uniformement borne 
de triplets r. La sous-somme de J^ec('^' /i' /s) 011 on a fixe M et Mdisc, mais 011 on 
a remplace la fonction que Ton integre par sa valeur absolue, est done essentiellement 
majoree par 

c;((^i, ^2)5^(1 + 11/^^1 1)"', 

Oil on somme sur les representations irreductibles a de Mdisd^) de la serie discrete et dont 
la restriction du caractere central a AMa^c triviale. Cette derniere condition signifie 
que iJ,a,Mdisc — 0- Comme on I'a dit en 1.10, la projection jj^di"': parcourt un reseau de 
^^M,* -Qg pi^g^ gg^ji; qu'ii n'y a qu'un nombre uniformement borne de series discretes 
d'un parametre donne. Done, si r est assez grand, la serie ci-dessus est convergente. Ccla 
prouvc les assertions du (i) de I'enonce concernant J^ec('^' /i' /s)- propriete du terme 
992) prouve en meme temps la continuite de cette expression en /i et /2. 

Puique les deux membres de I'egalite du (ii) de I'enonce sont continus en fi et /2, cette 
egalitc rcsultc par continuite du theoreme 5.1, les fonctions lisses a support compacts et 
iiT-finies etant denses dans C^(G(]R)). 

II restc a prouvcr la majoration (3). Tout d'abord, en reprenant la preuve du lemme 
3.25, on voit que Ton pent remplacer la (G, M)-famile {X^Hr^; A,Q))q^j,(^j^^^ par 

Oil XregiT^Tx'j Q) lie contient que des operateurs d'entrelacement normalises et 

TregiT^Tx ■ KQ) = rQ|Q((7A)rp|p((7A)~VQ|Q((7A+A)rp|p((7A+A)~^ 

(P est un element fixe de 'P(M), cf. 3.25). Notons que cette fonction est produit de fonc- 
tions ra{(J\)r-a{.o'\)^^ et ra{o'xj^\)r_a{a\j^\)~^ comme en 1.10. Evidemment, X^^ij^Txi i^ii ^2) 

se deduit de la (G, M)-famille {rregiT^rx ■ KQ)PKi,K2'^reg{7^Tx: KQ)PKi,K2)QeviM)- La for- 
mule 1.7(1) montre qu'il nous suffit de majorer les valeurs en A = des derivees en A 
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d'ordre au plus a^g — de tous les termes intervenant dans la definition de la {G, M)- 
famille ci-dcssus. Les opcrateurs d'entrelacement normalises etant unitaires, cela nous 
ramene a majorer les operateurs 

(4) D{p 

et les fonctions 

(5) D{r^{<jy)r^^{a^Y^) 

oil D est une derivation d'ordre au plus clm^ '^g s'appliquant a la variable A. Comme on 
I'a dit ci-dessus, nos hypotheses entrainent iJ^aMdisc ~ 0' done /i^ est orthogonal a A. La 
majoration cherchee de (4) resulte alors du lemme 2.1 de [A5]. On a decrit les fonctions 
T^aicxji^-aicx)"^ Gu 1.10. CoHipte tenu de I'egalite iia,Mdi3c — 0' ^^^^ produit de 
termes 

< > - < > 



(6) 

ct event uellement d'un terme 



< > + < X,$ > 

r(^)r( -<%^>+^ ) 
r(^<M>)r(^^^)' 

Ce dernier terme a des derivees a croissance moderee et ne depend pas de II verifie 
done la majoration requise. Considerons une fonction (6). II resulte de ce que Ton a 
rappele en 1.10 que le produit < > appartient a un sous-groupe discrct fixe dc M, 
tandis que < \,$ > est imaginaire. Ou bien < >= et la fonction est constante 

egale a —1. Ou bien < 11^,$ ^t alors la valeur absolue du denominateur est 
uniformement minoree par une constante strictement positive. La majoration (5) requise 
s'ensuit. Cela acheve la preuve. □ 



5.3 Formules de descente pour les (G, M)-familles 

On rappelle dans ce paragraphe plusieurs formules gcncrales d'Arthur concernant 
les (G, M)-familles. Pour i = 1,2, soient Mj e C{Mo) et (a;i(A; P))pgp(^.) une (G,Mj)- 
famille. Soit L G C{Mq) tel que G L pour i = 1, 2. Dc la {G, Mj)-famille {xi{A; P))p^'p(M.) 
se deduit une (G, L)-famillc (,Tj(A; (5))Q£-p(j^). Pour A G iA*^, on a Xi{A;Q) = Xi{A; P) 
pour P G V{Mi) tel que P G Q. Notons (y(A, (5))Qg-p(^) la famille produit, c'cst-a-dire 
y{A,Q) = xi{A,Q)x2{A,Q). Dc ccttc (G, L)-famille se deduit une fonction y^{A) sur 
iA*^. Rappelons que, pour i = 1,2 et pour tout Qi = LiUQ^ G J-'{Mi), on deduit de 
(xj(A;P))pgp(j^^^) une (Lj, Mi)-famille (a;,^'(A; P))^^^^^^^^^^^, ou V^'{Mi) est I'ensemble 
des P G Vi^Mi) tels que P C Qi. D'oii une fonction (A) sur iA*^^ . Dans I'espace 
® "^^2' i^^^oduisons I'image A{A^) de Af par le plongement diagonal. Notons 

A{Af)^ son orthogonal. Pour tout couple (Li,L2) G >C(Mi) x C{M2), considerons les 
conditions suivantcs 

(1) A{Al^) ® {Ai® Al) = Al® A%^- 

(2) HAir®{A'l®A'l) = A%®A%^; 
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(3) I'application 



est un isomorphisme. 

On verifie qu'elles sont equivalentes. Si elles le sont, on note o?^^ ^^(L; Li, L2) le 
jacobien de I'isomorphisme (3), chaque espace etant muni des mesures fixees en 1.2. 
Si les conditions ne sont pas verifiees, on pose df^ {L;Li,L2) = 0. Fixons un point 

f G © A'?-, en position erenerale. Si les conditions ci-dessus sont verifiees, notons 

^ Ml M2 

{^1,^2) G -A^ ®-^% projection (non orthogonale) de ^ relativcment a la decomposition 
(1). Puisquc ^ est en position generale, il existe pour i = 1,2 un unique Qi G V{Li) tel 
que soit dans la chambre positive associee a cet espace parabolique. Cela definit une 
application qui, a (Li,L2) tel que df^ - {L; Li,L2) 7^ 0, associe un couple {Qi,Q2) G 

V{U) X V{L2). 
On a I'egalite 

(4) vm- E 4„M.(^;^i>^2)<;^^(A)x,%(A) 

Lie-C(Mi),L2e£(M2) 

pour tout A G iA*^. 

Dans le cas non tordu, cela resulte de [A6] proposition 7.1, appliquee au groupe GxG, 
a son Levi Mi x M2 et a I'espace b — ^{Af) © {Ac © Ac)- La preuve s'etend au cas 
tordu. 

On utilisera un cas particulier de la relation (4) oii les definitions sc simplifient. Soient 
M, Ml, M2 G £(Mo) tels que M C M^ pour i = 1 = 2 et A'^' (1 A^ = 0. II existe un 
unique L G £(M) tel que 

a savoir le commutant dans G du tore r\ A^^^ . On a les egalites equivalentes 

(5) = 

On voit que les conditions equivalentes (1), (2) et (3) sont equivalentes aux deux egalites 
equivalentes 

(6) ^1 = 4^® 

(7) ^| = ^g©4;. 

Supposons ces conditions verifiees. On note d'^{Li, L2) le jacobien de I'application somme 

A^^ © A^'^ — A^- 

qui est un isomorphisme d'apres (7). De meme, grace (5), on definit le jacobien d^(Mi, M2)- 
On verifie qu'alors 

(8) 4„mSL;L,,L2) = 4(Li,L2)4(Mi,M2)-^ 
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Fixons H e en position generale. Grace a (6), on pent 1' ecrire H — H\ — H21 ou 

Hi e pour i — 1,2. Comme precedemment, Hi determine un espace parabolique 

Qi e V{Li). On verifie que {Qi,Q2) coincide avec le couple determine precedemment 
pour un choix convenable de 

Un cas encore plus particulier est celui oil Mi = M2 = M. Alors L = M et la relation 
(4) prend la forme 

(9) 4(A) = E 4(^i>^2)<;^(A)x,%(A). 

Li,L2eC{M) 

Cf. [A6] corollaire 7.4. ^ ^ ^ 

Soient maintenant M, L G C{Mq) tels que M C L et soit (.t(A; P)) p^-p^^j^j^i une {G, M)- 

famille. On en deduit une (G, L)-famille puis une fonction x^{A) sur iA*^. On a I'egalite 

(10) xf(A)= J] 4(L,L')4(A), 
L'e£(M) 

oil est le second terme de I'image de couple (L, L') par I'application decrite ci-dessus. 

5.4 Application des formules de descente 

Soit M e C{Mq). Pour x e G{F), on definit la {G, M)-famillc {v{x; A, P)) p^j,^M-j, ou 
v{x; A, P) = Q-<KHp(x)> ^ deduit unc fonction v'^{x] A). On pose v^{x) = v'^{x; 0). 

Pour / e C^{G{F)) et 7 G M{F)nGrea{F) tel que a; soit trivial sur Zg(7, F), on definit 
I'integrale orbitale ponderee 

(1) 4(7,0;,/) = D^(7)^/^ / ^(a:)/(a:-V)4(^)^^- 

Si a; est non trivial sur ^0(7, -^), on pose ^^(7, /) = 0. 

D'autre part, pour une cu-representation temperee et de longueur finie n de M{F), on 
a defini en 2.7 le caractere pondere -^^(tt, /) dans le cas ou / est finie. Les calculs du 
paragraphe 5.2 montrent que cette distribution s'etend continument a toutes les fonctions 
/ e C^{G{F)). 

Soient / G C^{G{F)) et P = MUp G V{Mo). On definit une fonction fp sur M{F) 
par la formule habituelle 

f~{x)^5p{xY/^ [ I u{k)f{k-^xuk)dkdu. 

JUp(F) JK 

Cette fonction appartient a C^{M{F)). 

Lemme. (i) Soient /i, /2 G C^{G{F)) et e M{F) n Greg{F). On a Vegalite 



4(7,^,/i,/2) = E 4(^i'^2)4n7,^, A4,)4^(7,^,/2,qJ- 

(ii) Soient /i, /2 G C~(G(F)), r G <6:d,,c(M, c^) et A G iA% j,. On a J'egaJite 



Ll,L2G/:(M) 
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(iii) Solent f e C^{G{F)), 7 e M{F) n Greg{F) et L e C{M). On a Vegalite 

jf(7,a;,/)= d%{L,L')4{^,ujjQ,). 

L'eC{M) 

(iv) Soient f G C^{G{F)), n une u -representation temperee de longueur finie de 
M{F) et L e C{M). Posons II = Ind^{7r), ou P est un element de V^{M). Alors on a 
Vegalite 

l'gc(m) 

La preuve est basee sur les formules 5.3(9) et (10) appliquees aux {G, M)-familles 
intervenant dans les definitions des membres de gauche. On la laissc au Iccteur. 

On aura besoin plus tard des proprietes suivantes. Soient M e £{Mq) et T un sous- 
tore tordu maximal de M tel que u soit trivial sur T^{F). Alors 

(2) pour tout / e C~(G(F)), lafonction7 ^ J^i^^^uJ) est lisse sui f{F)r\Greg{F). 

En effet, au voisinage d'un point regulier, J^{j,(x!, f) est I'integrale sur un compact 
d'une fonction lisse en 7 et en la variable d'integration. 

(3) il existe un entier N > et, pour tout / e C^(G(F)), il existe c > tel que 

|4(7,c.,/)|<c(l + |M^'^(7))l)^.^ 

Prcuvc. Comme on I'a deja utilise plusieurs fois, il rcsultc de la variantc torduc de 

1.7(1) et de 4.2(7) qu'il existe > independant de / et c' > tel que, pour x 

contribuant a la formule (1), on ait v'^{x) < c'(l + \log{D'-^{'y))\)^ . Alors 

l4(7,a;,/)| < c'{l + \log{D^mfD^{^y/' [ \f{x-'^x)\ dx. 

J Zg{i,F)\G{F) 

II reste a appliquer 4.2(1) pour obtenir (3). □ 
5.5 Le theoreme 

Theoreme. Soit f G C^{G{F)). Supposons Iq{tt, f) = pour toute u-representation 
irreductible temperee n de G{F). Alors 1(5(7,0;, /) = pour tout 7 G Greg{F). 

Remarques. (1) On n'a defini dans cet article que les integrales orbitales relatives a 
des elements 7 G Greg{F). Mais on salt bien qu'on pent les definir pour tout 7 G G{F). 
Par la theoric dc la dcsccnte, on montre que leur comportement local est le meme que dans 
le cas non tordu. Ccst-a-dire que les integrales orbitales aux points singuliers s'expriment 
a I'aide d'integrales orbitales aux points reguliers, soit grace aux germes de Shalika dans le 
cas non-archimedien, soit par Taction d'operateurs differentiels dans le cas archimedien. 
On pent done renforcer la conclusion du theoreme : Iq{'^,ui, f) — pour tout 7 G G{F) 
tel que u soit trivial sur Zc{^, F). 

(2) Dans le cas non-archimedien, on montre comme dans le cas non tordu qu'une 
fonction / G C^{G{F)) dont toutes les integrales orbitales sont nuUes est annulee par 
toute forme lineaire I sur C^{G{F)) qui verifie la relation l{f^) — uj{x)l{f) pour tout 
/ G G^{G{F)) et tout x G G(F), ou est la fonction 7^(7) = fix-fx'^). 
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(3) Dans le cas non-archimedien, le theoreme a ete prouve dans [HL] . 



Preuve. On raisonne par recurence sur la dimension de G. Soit M un espace de Levi 
semi-standard propre. Fixons P e V{M). Pour une a;-representation admissible tt de 
M{F), on a I'egalite I]^{Tt,fp) — /^(n,/), oia 11 = Ind^{7t). La fonction fp verifie 
done la meme hypothese que /. Done, par I'liypotliese de recurrence, /^(7,a;,/p) = 
pour tout 7 G Mreg{F). Mais, pour 7 G M{F) fl Greg{F), on a I'egalite 7(^(7,0;,/) = 
Ij^{'-f,uj,fp). Done lQ{'~f,u,f) = 0. Cela prouve le rcsultat pour tout 7 G Greg{F) qui 
n'est pas elliptique. Pour traiter le cas des elements elliptiques, considerons une fonction 
/2 G C^{G{F)) a support dans I'ensemble Geii{F) des elements elliptiques reguliers de 
G{F). Soient M un espace de Levi de (7, r G Eaisc{M,uj) et A G iA*^ On releve r 

en T G Ed.isc{M, a;) et A en A G iA*^ p. Le terme J2j{t^tx^ /2) est calcule par le lemme 
5.4(ii). Si Q2 est un espace parabolique propre de G, I'hypotliese sur le support de /2 
entraine que /2 — 0- La formule se simplifie done en 



ou Q est un certain element de V{M). On a 

oil n = Ind^lnT-^). La representation 11 est temperee, done f) = 0. Cela prouve 

que J^peci^ , f , f2) = 0. Appliquons la proposition 5.2 : elle entraine J^^omi'^ ^ f ^ f^) — ^■ 
Pour un espace de Levi propre M et un element S G Tf.ii{M, u), on a Jj^^ g{uj, /, = : 
rhypothese sur le support de /2 entraine que /2(2/~^72/) = pour tout y G G{F) et tout 
7 G On a done 

/ ^g(7,^,/)^g(7,'^,/2)c?7- 

J5(F)/(l-e)(5(F)) 

Soit maintenant 7 G Geii{F) tel que a; soit trivial sur Zai'^iF). On veut montrer que 
lQ{j,uj,f) = 0. On pent conjuguer 7 et supposer que 7 G pour un S intervenant 

dans la formule ci-dessus. On fait maintenant parcourir a /2 une suite de fonctions 
(/2,n)neN ^ valcurs positives ou nulles, non nulles en 7, et a supports dans des voisinages 
de plus en plus petits de 7. On voit que I'expression ci-dessus est de la forme 

/ lQ{x-f,uj,f)An{x)dx 

oil An parcourt une suite de fonctions lisses sur 5'^'°(F)) a valeurs positives ou nulles, 
non nulles en a; = 1, et a supports dans des voisinages de plus en plus petits de 1. 
Puisque x h- )■ Iq{xj, uj, /) est lisse, la nuUite de I'expression ci-dessus pour tout n entraine 
/g(7,^,/) = 0. □ 
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6 La formule invariante 



6.1 Le theoreme de Paley- Wiener 

Notons K, Ic grmipc dc Grothendieck de I'ensemble des classes d'isomorphisme de 
cu-representations temperees de longueur finie de G{F). Notons J-" I'espace des fonctions 
lineaires de /C dans C qui sont nuUes sur toute a;-representation temperee irreductible 
et non G- irreductible. Remarquons que J-" s'identifie a I'espace des fonctions a valeurs 
complexes sur I'ensemble des classes d'isomorphisme de cj-representations temperees G- 
irreductibles de G{F). Notons P>V(G, le sous-ensemble des elements e J-" verifiant 
les conditions suivantes : 

(1) soient Q — LUq un espace parabolique tel que uj soit trivial sur Zi{Fy et tt une 
^-representation temperee et L-irreductible de L{F) ; alors la fonction A i-> (f{Ind'^{Tti)) 
sur iA*j^ p est de Paley- Wiener (cf. 2.6) ; 

(2) si F est non-archimedien, il existe un sous-groupe ouvert compact H de G{F) 
tel que (f{7c) = pour toute cu-representation temperee tt telle que le sous-espace des 
invariants par H dans vr soit nul ; 

(3) si F est archimedien, il existe un ensemble fini Ki,...,Kn de representations 
irreductibles de K tel que (^(tt) = pour toute a;-representation temperee tt telle que, 
pour tout i, I'espace isotypique de type Ki dans tt soit nul. 

Notons pwg : C^{G{F),K) T I'application lineaire qui, a / e C^{G{F),K), 

associe la fonction tt i— 7> /^•(Tr, /). Notons I{G{F), K, cu) Ic quotient de G^{G{F), K) par 
le sous-espace des / e C^{G{F), K) telles que f) — pour tout 7 e Greg{F). 

Theoreme. L'application lineaire pw^ a pour image VyV{G,uj) et se quotiente en un 
isomorphisme de I{G{F), K,u) sur cet espace. 

Quand F est non-archimedien, le theoreme a ete demontre dans [R] pour a; = 1 et 
en general dans [HL]. Si F = M, la premiere assertion du theoreme est demontree dans 
[DM] pour u = 1. Nous montrerons en 6.4 que le cas u ^ 1 s'en deduit. Si F = C, 
I'assertion est equivalente a celle pour I'espace tordu sur M deduit de G par restriction 
des scalaires. La deuxieme assertion est facile : le theoreme 5.5 montre que tout element 
du noyau a des integrales orbitales nuUes ; la reciproque provient de la locale integrabilite 
des caractcrcs des cj-rcprcscntations G-irreductibles, cf. 2.5(2). 

Complement au theoreme. Supposons F non-archimcdicn. Soit H un sous-groupe 
ouvert compact de G{F). Notons ■PW(G, cu)^ le sous-espace des fonctions ip e PW(G, cu) 
tels que 93 (tt) = pour toute a;- representation temperee tt telle que le sous-espace des 
invariants par H dans tt soit nul. Notons C^{H\G{F)/H) le sous-espace des elements 
de G^{G{F)) qui sont biinvariants par H. Alors, H etant donne, il existe H' tel que 
VW{G,oj)^ soit contenu dans pw^{G^{H'\G{F)/H')). Cf. [HL]. 

Supposons F archimedien. Soit k un ensemble fini de representations irreductibles 
de K. Notons VW{G,uj)- le sous-espace des fonctions (p e PW{G,U!) tels que (p{n) — 
pour toute ^-representation temperee tt telle que, pour tout k & k, I'espace isotypique 
de type k dans tt soit nul. Notons G^{G{F),k) le sous-espace des / e G^{G{F)) 
tels que la representation de K x K dans I'espace engendre par les translates de / a 
droite et a gauche par des elements de K n'ait pour composantes irreductibles que des 
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elements de kx k. Alors, k etant donne, il existe k! tel que VW{G{F))- soit contenu 
dans pw^{C^{G{F),n/)). Ceci n'est pas enonce dans [DM], mais resulte clairement de 
la preuve. 



6.2 Deuxieme forme du theoreme de Paley- Wiener 

On rappelle que Ton a defini I'ensemble £{G,U!) en 2.9. II est muni d'une action de 
'iA*Q p qui, are £{G,uj) et A e i^^g p, associe Ty II est aussi muni d'une action de U 
qui, k T — {M,a,f) et 2; e U, associe zr — {M,a,zr). Rappelons que Taction de 2; e 
iR/2m'L e i'^*Qp coincide avec celle de e U. Notons Ef.u{G,u) I'ensemble des triplets 

(M, cr, f) e £{G,u) tels que (M, cr, f) e Eeii{G,u), ou f est I'image de r dans R^{a). 
Notons Seii{G,uj)/conj I'ensemble des classes de conjugaison par G{F) dans £eii{G,uj). 
On a une surjection {Seii{G , u) / conj) — > {Eeii{G,uj)/conj) dont les fibres sont toutes 
isomorphes a U. Notons PWeii{G,uj) I'espace des fonctions (p : {Seii{G , cu) / conj) C 
qui verifient les conditions suivantes : 

(1) soient r e Se.ii{G, a;) et 2; e U ; alors '^{zt) — z(p{t) (via la projection Eeii{G, co) — >■ 
{Seii{G,ijj)/conj), on a identifie ip a une fonction sur £eii{G,u)) ; 

(2) soit T = (M, (7, r) e £eii{G,u) ; alors la fonction A 1-^ <^(t^) est de Paley- Wiener 

(3) le support dc ip est contenu dans un nombre fini d'orbites pour Faction de iA*^ ^ 
dans £eii {G,uj)/ conj . 

Rappelons (cf. 2.12) que Ton note C{Mo,u) I'ensemble des L e C{Mo) tels que u 
soit trivial sur Zi,{F)^ . Soient L, Ll deux elements de >C(Mo,^^) et soit x e G{F) tel que 
xLx~^ = V . De la conjugaison par x sc dcduit un isomorphismc T^ii[L,uj) ~ Tgii(L',u}) 
(cf. 2.12), puis un isomorphismc PWeu{L,uj) ~ PWeii{L',uj). Notons que, si L = L' et 
X e L{F), cet isomorphismc est I'identite. En particulier, si on note W'-'{L) le quotient 
par L{F) du normahsateur de L dans G{F), ce groupe W^{L) agit sur PWeii{L). On 
pose 

PW{G,u;) = {®L^ciM„^^PWeii{L,u;)f'' 

= ®LeCim,.)/WoPWeuiL, U 

les exposants signifiant selon I'usage que Ton prend les invariants. 

Remarque. Soient L e £{Mo,uj), ip e PWeii{L,uj)^°^^^ et r e Seii{L,uj). Le triplet 
T est par definition essentiel dans L mais on a deja dit qu'il ne I'etait pas forcement 
dans G. S'il ne Test pas, il cxiste w G W'^{L) et 2; G U tels que w{t) — zt, et z ^1 (cf. 
preuve de la proposition 2.12). Cela entraine <^(t) — 0. 

Soit G VyV{G,u). Pour un espace de Levi L G C{Mq,u) et un element r G 
£eu{L,uj), rappelons que Ton a defini en 2.9 une a;-representation de L{F). Fixons un 
espace parabolique Q G V{L), posons 11,- = /nd^(7r^). Cette representation est temperee 

et sa classe d'isomorphisme ne depend pas dc Q. Posons y?(T) = ■?/'(n^). On a ainsi une 
fonction (p sur ®i,zc(m^^ ^yTcii^L.u). Cette fonction apparticnt a PW{G,uj). En cffct, les 
conditions (1) et (2) resultent de 6.1(1) tandis que la condition (3) resulte de 6.1(2) et 
(3). La condition d'invariance par resulte de I'egalite II^(t) = Hr pour tout w G . 
Notons 

res : VW{G,uj) PW{G,uj) 
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I'application ip (p et 

pWa:Cr{G{F),K)^PW{G,uj) 
la composee pwq — res opw^. 

Theoreme. L'application pwQ se quotiente en un isomorphisme de I{G{F),K,u) sur 
PW{G,uj). 

Preuve. L'enonce resulte du theoreme 6.1 pouvu que res soit bijectif. Cette bijectivite 
resulte aisement de la proposition 2.12. □ 

Le theoreme admet un complement similaire a celui du theoreme 6.1. 

6.3 Extension du theoreme de Delorme et Mezo au cas uj 1 

Dans ce paragraphe, on suppose F — M.. On veut prouver 
(1) l'application pw^ a pour image VyV{G,uj). 

Delorme et Mezo ont prouve I'assertion pour a; = 1, oii 1 designe le caractere trivial 
de G(M). Supposons d'abord qu'il existe un caractere imitaire ^ de G(R) tel que u = 
/X o (1 — cf. 2.4. Fixons un element 70 G G(M). Comme dans la preuve de 2.5(2), on 
associe a toute a;-representation tt de G(M) une 1-representation yfi definie par 7ri(5'7o) = 
A*(fl')'^(7o) pour tout g e G(]R). L'application yf i->- tti est bijective. Pour plus de precision, 
on ajoute des indices ou a certains objets definis en 6.1, par exemple Tu, et . On 

definit une application 

if ^ ip^ 

par <^i(7fi) = (pill). On definit une application 

Cr(G(R),X) ^ Cr(G(R),X) 
/ ^ /i 

par higio) = M'^figio) pour tout g e G{R). II est clair que 1^(7:1, fi) = lai'^J) 
pour tous /, TT. Done le diagramme suivant est commutatif : 

C^{G{R),K) C^{G{R),K) 

L'application horizontale du haut est bijective. On verifie immediatement que celle du 
bas se restreint en un isomorphisme de VW{G,U!) sur VW{G, 1). Alors I'assertion (1) 
se deduit de la meme assertion pour le caractere 1. 

Dans le cas general, on introduit des objets G', G', C, p, p verifiant la proposition 2.4. 
On pose u' = uj o p. Ces termes verifient I'hypothese precedente : il existe un caractere 
11' de G"(]R) tel que uj' = 11' o { \ — 9') . On note K' I'unique sous-groupe compact maximal 
de G'iR) contenu dans p~^{K). Pour une ^-representation tt de G(M), on note tt' la 
a;'-representation tt op de G'(M). Dualement, on en deduit une application 

(2) -^^^V' ^ ^G,u. 

^ ^ ip ip 



130 



par (f{Tt) — (fi'iTt') (on a ajoute des indices G et G' aux notations precedentes) . On definit 
aussi une application 

C^{G'{R),K') C^{G{R),K) 
f ^ f 

par 

/(7) = / /'(cV) dc, 

JC(R) 

pour tout 7 e G'(R), oii 7' est un relevement quelconque de 7 dans G'(M). La mesure 
sur C{F) doit etre compatible aux mesures choisies sur G(M) et (j'(M). On verifie que le 
diagramme suivant est commutatif 

C^{G'{R),K') ^'^^ C^{G{R),K) 

•^G',ui' ~^ •^G,uj- 

L'application horizontale du haut est surjective. Puisque I'application pw^,, ^, verifie (1) 
d'aprcs Ic cas dcja traitc, il nous sufiit pour conclure de montrer que l'application (2) 
se restreint en une surjection de VW{G' ,00') sur 7^>V(G, cj). Que Fimage de VW{G',lj') 
par l'application (2) soit contenue dans VW{G, u) resulte aisement du fait suivant. Soit 
Q = LUq un espace parabolique de G, notons Q' = L'Uqi son image reciproque dans 
G' . L'espacc iA*^ s'injecte naturellcmcnt dans et la restriction a cc sous-cspace 
d'une fonction de Paley- Wiener sur i encore de Paley- Wiener. Pour dcmontrcr la 

surjectivite, on va construire une section s de l'application (2) et montrer que s envoie 
7'>V(G, a;) dans VyV{G' ,10'). On a une suite exacte naturelle 

iA*Q iA*Q, lAc 0. 

En choisissant une section de la derniere application, on identifie iA*Q a un supplementaire 
de lA*^ dans iA*Q,. On fixe une fonction i^g de Paley- Wiener sur iA*Q telle que (/?c(0) = 1. 
Soit </? e J-Q^^- Pour une o^'-representation tt' de G"(IR), temperee et G"-irreductible, ou 
bien il n'existe aucun ^ e iAq tel que tt^ se factorise par p. On pose alors (s((^))(7f') = 
0. Ou bien il existe un unique ^ e iAq tel que tt- se factorise par p. Pour ce ^, on 
note TT la a;-representation de G{R) telle que tt - = ■n- o p et on pose alors {s{ip)){TT') — 

Vc{C)v{^)- La fonction s{ip) ainsi definie appartient a J^q, Cela definit une application 
s : J-Q^^ — )■ Tq, ^, qui est clairement une section dc I'application (2). On doit montrer que, 
si 99 G PVV(G',cj), alors s((/9) G PW(G",c^'). La condition 6.1(3) est immediate. Soient 
Q' = L'Uqi un espace parabolique et a' une cj'-rcpresentation temperee et L'-irreductible 
de L'{F). Posons Q — p{Q'), L = p{L'). Supposons d'abord que, pour tout A' G iAy 

et pour toute composante G'-irreductible n' de Indf^X^'-^,)^ n'existe pas de ^ G iAq 

tel que tt- se factorise par p. Alors par definition [s{ip)){Ind%{a'- )) = pour tout A' 

et cette fonction de A' est bien de Paley- Wiener. Supposons au contraire qu'il existe 
A', tt' et ^ comme ci-dessus tel que tt- se factorise par p. Fixons de tels objets. Quitte 

a remplacer a' par a'r -, on peut supposer que tt' est une composante de Ind%{a') et 
qu'elle se factorise par p. Cette condition equivaut a ce que le caractere central de la 
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representation sous-jacente tt' se restreigne en le caractere trivial de C(M). Mais cette 
restriction est la meme que celle du caractere central de a' . Done a' se factorisc en une 
a;-representation a de L(M). Cela oblige u) a etre trivial sur Zi(M)^. On a encore I'egalite 

Les constructions entrainent que, pour tout A' e iA%,i on a I'egalite 

{s{^)){Ind%{d'~^,)) = MiMlndp-,)), 

ou A et ^ sont les composantes de A' selon la decomposition ci-dessus. La fonction de A' 
ci-dessus est de Paley- Wiener. Cela acheve la preuve. □ 

6.4 L 'application 0^ 

On note l-LaciG^F)) I'espace des fonctions / : G{F) C qui verifient les conditions 
suivantes : 

(1) si F est non-archimedien, il existe un sous-groupe ouvert compact H de G{F) tel 
que / soit biinvariante par H ; 

(2) si F est archimedien, il existe un ensemble fini k de representations irreductiblcs 
de K tel que la representation dc K ^ K dans I'espace engendre par les translates de / 
a droite et a gauche par des elements de K n'ait pour composantes irreductiblcs que des 
elements de x ; 

(3) pour toute fonction h e C!'^{Aqp), la fonction produit f{ho H^) appartient a 
Cr{G{F)). 

Remarquons que toutc forme lincaire sur C^{G{F), K) dont le support a une pro- 
jection compacte dans Aq p s'etend a 'Hac{G{F)) : pour une telle forme lineaire / et 

pour / G V.ac{G{F)), on pose /(/) = /(/(& o Hq)), on b est un element de C^{Aqp) 
qui vaut 1 sur un voisinage de cette projection. En particulier, les integrales orbitales ou 
les integrales orbitales ponderees sont definies sur Hac{G{F)). On note Iac{G{F),cu) le 
quotient de 'Hac{G{F)) par le sous-espace des / e Hac{G{F)) telles que lQ{'y,uj,f) — 

pour tout 7 G Greg{F). 

Les caracteres de ^-representations admissibles ne s'etendent pas a I'espace 'Hac{G{F)) 
mais nous allons voir que leurs coefficients de Fourier s'y etendent. Precisement, soit tt 
une ^-representation admissible de G(F), soit / G C^{G{F), K) et soit X G Aq p. 

Pour A G iA*^ p, on definit tt^^ comme en 2.6. La fonction A i-)- Ici^x: f)e~^^''^^ se des- 
cend en une fonction sur iA% „. Cette fonction est C°°, a decroissance rapide si F est 
archimedien. Posons 

X, f) = mes{iA*Q I lain^ /)e-<^'^> dX. 

On a 

(4) la fonction X /^(Tr, X, /) est a support compact et est C°° dans le cas oii F 
est archimedien ; son support est contenu dans la projection dans Aq p de celui de / ; 

plus precisement, pour une fonction lisse b sur Aq p, on a I'egalite /^.(Tf , X, f{b o Hq)) = 
b{X)lQ{n,XJ). 
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Preuve. Par X-finitude, Ig{t^xj f) est de la forme 

i=l.....n 

pour des elements e \4 et e Autrement dit 

loin J) = / i?(A,7)/(7)c^7, 
Jg{f) 

oil 

i=l,...,n 

L'espace topologique G{F) est un fibre au-dessus de Aq p, de fibres isomorphes a G{Fy 
(le noyau de Hq). Pour tout Y e Aq p, notons G{F;Y) la fibre au-dessus de Y. Les 
resultats habituels de decomposition d'integrales sur des fibres nous disent que Ton peut 
definir une integrale 

7^fer,/)= / i?(A,7)/(7)^7 

JGiF;Y) 

qui est a support compact en Y et C°° si F est archimedien, de sorte que 
Mais 

7^(7f3,,y,/) = e<^'^>7^(7f,y,/). 

Par inversion de Fourier, on en deduit I'egalite lQ{7t,X,f) — I'^{TT,X,f) et I'assertion 
(4) s'ensuit. □ 

II resulte de (4) que Ton peut definir /^(TfjX, /) pour / e l-Lac{G[F)). Le theoreme 
5.5 s'etend : 

(5) un element / e 'Hac{G{F)) a une image nuUe dans Iac{G{F),u}) si et seulement si 
/(5(7f, X, f) — pour toute ^-representation irreductible et temperee tt de G{F) et tout 
X e Ac^p. 

Plus generalement, soit M G £(Mo), soit vf une cj-representation temperee de lon- 
gueur finie de M{F) et soit X G Aj^^p. Pour / G C~(G(F), i^) et A G i^*^ ^, on definit 

J9At^\, f )- La fonction A i— )> J%(ni, f)e^^^'^-^ se descend en une fonction sur i^!-, 
Cette fonction est C°°, a decroissance rapide si F est archimedien. Posons 

Comme fonction de X, cc tcrmc n'cst pas a support compact dans Af^ p. Toutcfois 

(6) la fonction X J^^tt, X, f) est de Schwartz; la projection dans Aq p de son 
support est contenue dans celle du support de / ; plus precisement, pour une fonction 
lisse b sur Aq p, on a I'egalite J^{tt, X, f{boH^)) — ^(Xq) J? (yf, X, /), oii Xq est I'image 
naturelle de X dans A^ p- 
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Preuve. La fonction est de Schwartz car c'est la transformee de Fourier d'une fonction 
de Schwartz. La preuve de la deuxieme assertion est la meme que celle de (4), la fonction 
S(A, 7) ayant maintenant la forme 

B{Xn)= <Vi:M%{7r),)Il-^{'y)vi>, 

i=l,...,n 

OU = Ind^{7T^), cf. 2.7 pour les notations. □ 

II resulte de (6) que Ton pent definir J^{ti, X, f) pour / e 'Hac{G{F)). 

Proposition. Soit M e C(Mq,uj). Pour tout f e Hac{G{F)), il cxistc (^mU) ^ 
T-La,c{M{F)) telle que, pour toutc u-represcntation temperee et de longueur finie tt de 
M{F) et pour tout X e p, on ait Fegalite 

I^(n,X,Mf)) = 4i^,X,f). 
L'image de 4>M{f) dans Iac{M{F),uj) est uniquement determinee. 



Preuve. Soient / G C^{G{F), K) et 6 e C^{Aj;;jp). Pour une a;-representation 
temperee et de longueur finie tt de M{F), posons 

^fA^)= [ J%{^,xj)h{X)dx. 

Ceci est convergent d'apres (6). Par transformation de Fourier, on a Fegalite 
^fA^) = nies{iA*^ / 4(7r^, f)h{\) dX, 

oil 

6(A) = [ b(X)e<^'''> dX. 

On va montrer 

(7) la fonction ipf^i, appartient a I'espace VyV{M ,uj). 

D'apres 2.7(1), la fonction s'identifie bien a une fonction sur le groupe de Grothen- 
dieck IC^ de 6.1. D'apres 2.7(2), elle annule les representations irreductibles et non 
M-irreductibles. Les conditions (2) et (3) de 6.1 sont evidentes puisque / est X-finie. II 
faut verifier 6.1(1). D'apres la bijectivite de I'apphcation res de 6.2, il suffit de verifier 

I'assertion suivante : 

(8) soit Q = LUq G J^^(Mo) et soit r e Seii{L, to) ; alors la fonction Jx i->- (pf^b{Ind^ (tTt^)) 
sur iA*^ p est de Paley- Wiener. 

Posons simplement tt = tTt-. Remarquons que, pour A e iA*^ ^, on a I'egalite {Ind^{TtT.))^ — 

Ind^{7t-_^_l). On utilise la formule de descente du lemme 5.4(iv) (011 les roles de M et L 
sont echanges). C'est-a-dire 

M'eC{L) 

ISA 



On peut fixer M' e C{L) tel que d^{M, M') 7^ et prouver que la fonction ^0 sur iA*j^ ^ 
definie par 

m-rnes{iA*^^)-' [ J f {f fp,)U\) dX 



est dc Paley- Wiener. Grace a (6), on peut exprimer Jff' {^^'p^+x, fpi) par inversion de 
Fourier : 

(Va' fp') - i J?\*^ fp^)e<'^'''^> dY. 



D'ou 



= mes{iA*^^^)-' I I Jf (tt, F, /p,)e<^+''''>&(A) dY dX. 

■JiA*-, ^ JAf p 

M,F ^iJ" 



Cette expression est absolument convergente. En integrant d'abord en A, on obtient par 
inversion de Fourier 

oil, en notant la projection naturelle de Y dans Aj;^ 

*(y) = jf (7r,y,r')6(VM). 

Ainsi, apparait comme la transformee de Fourier de la fonction ^ sur Ai p. II s'agit de 
prouver que ^ est lisse et a support compact. EUe est lisse car c'est le produit de deux 
fonctions lisses. L'hypothese sur M' implique que 

done que la somme directe des projections 

est injective. La rcplique pour les espaces affines est que le produit des projections 

■Al p ^M,ir X A^ji^p 

est injectif. II est clair que c'est une immersion fermee. La projection dans A^, p du 
support de la fonction Y Ji' {t^-, Y, fp') est compacte d'apres (6). La projection dans 
Aj^;j p du support de la fonction Y i-> b{Yj^) est compacte puisque b est a support 
compact. Done ^ est a support compact. Cela demontre (8) et acheve la preuve de (7). 

D'apres le theoreme 6.1, on peut choisir une fonction (i)£j{f, b) G C^{M (F). K^) (011 
K'^ = K r\ M{F)) de sorte que I^i^n, (f)]^{f,b)) = ipf^biji) pour toute cu-representation 
temperee et de longueur finie tt de M{F). On peut preciser le comportement de b) 
par translations a droite ou a gauche par K. Traitons le cas non-archimedien (le cas 
archimedien n'en differe que par les notations). Fixons un sous-groupe ouvert compact 
H de G{F) tel que / soit biinvariante par H. II existe un tel sous-groupe H' de M{F), 
ne dependant que de H, tel que </^(7r, /) = si tt n'a pas d'invariant non nul par H'. A 
fortiori, dans ce cas, ipf ^h^n) = pour tout b. D'apres le complement au theoreme 6.1, on 
peut fixer un sous-groupe ouvert compact de M{F), ne dependant que de H', done 
ne dependant que de H, et supposer que b) est biinvariante par . 
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Remarquons que la fonction A i-> </7(7r^) sur iA*j^ ^ est par construction la transformee 

de Fourier de la fonction X i-> J^{tt, X, f)h{X) sur Aj;^ p. Par transformation de Fourier, 
I'egalite /jQ^(7f, 6)) = </?/,b(7f) est done equivalente a 

(9) /^(7f,X,0^(/,6)) = 4(^,X,/)6(X) 

pour tout TT et tout X G p. 

Fixons une suite {Un)neN de sous-ensembles ouverts relativement compacts dc Aj^j p 
de sorte que f7„ C (ou f7„ est la cloture de f/„) et que Apj p = UnenUn- En posant 

U'n — Un — Un-2 pour n > 2 et t/( = t/i , OU a aussi Aj^;i p = U„>it/^. On pent choisir une 
partition de I'unite (6n)n>i relative a ce dernier recouvrement, formee de fonctions lisses 
(et forcement a supports compacts). On choisit une suite (c„)„>i de fonctions lisses a 
supports compacts sur Aj^ p de sorte que Cn vaille 1 sur et, pour n > 3, Ic support de 
c„ soit contenu dans Un+i — Un~z- On choisit enfin une suite (c?„)„>i de fonctions lisses 
a supports compacts sur Aq p de sorte que dn vaille 1 sur un voisinage de la projection 
de f/^ dans Aq p. Soit / G 7iac{G{F)). Pour tout n > 1, la fonction f{dn o Hq) est a 
support compact, on dispose done de (f>j{^{f{dn o Hq), bn). Posons 

n>l 

Cette serie est convergente : elle est localement finie d'apres les proprietes de la suite 
(cn)n>i- Pour la meme raison, si 6 G C^{Aj^^ p), la fonction 0^(/)(6oif^) est a support 
compact. Enfin, verifie les proprietes (1) ou (2). Par exemple, dans le cas non- 

archimedien, fixons un sous-groupe ouvert compact H de G{F) tel que / soit biinvariante 
par H. Chaque fonction /{dnoH^) verifie la meme propriete. Comme on I'a dit ci-dessus, 
on pent supposer 0^(/(d„o^g), 6„) biinvariante par , oii H'^^ est independant de n. 
Alors (p^if) aussi biinvariante par H'^'^ . Cela prouve que (j^^^f) appartient a HadM). 
Soit TT une cj- representation temperee et de longueur finie de M{F) et soit X G Aj^;^ p. 
En utilisant (4), on a 

Im{tT, X, 0m(/)) = Cn{X)lM{jt, X, 4>M{f{dn O Hq), bn))- 
n>l 

D'oii, d'apres (9), 

7^(7f , X, ct>M) = E Cn{X)br,{X)J%{7C, X, O Hq)). 

n>l 

D'apres les choix de nos fonctions, on a les egafites 

Cn{X)bn{X) = 6„(X), 

6„(X)4(7f, X, f{d^ o Hq)) = 6„(X)4(7r, X, /). 

Done 

7^(7r,X,0^(/)) ^J2W4i^,XJ) = 4(ff,X,/), 

n>l 

puisque (6n)n>i est une partition de I'unite. C'est la propriete requise, ce qui demontre 
la premiere partie de la proposition. Que I'image de (p^if) dans Iac{M{F),u) soit uni- 
quement determinee resulte de (5). □ 
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Remarquons que, pour / e 'Hac{G{F)) et pour une fonction lisse h sur Aq p, 
(10) les images dans Iac{M{F),u) de (f)j^{f{boHQ)) et (6o^q)0^(/) coincident. 
Cela resulte de (4) et (6). 

Pour / G 'Hac{G{F)), on note encore (f>i\,i{f) I'image dans Iac{M{F),u) de la fonc- 
tion ainsi notee dans I'cnonce. Alors (pj^ devient une application lineaire bien definie de 
nac{G{F)) dans7,e(M(F),a;). 

Soit P = MUp e J^(Mo). On dispose de I'application f ^ fp de C^{G{F),K) 
dans C^{M{F), K^). On salt que I'image de fp dans I{M{F),K,uj) ne depend que 
de M et pas de P. On note cette image fj^^. Ceci s'ctend a I'espace 'Hac{G{F)) : pour 
/ e 'Hac{G{F)), on definit fj^ e Iac{M{F),u). Soient maintenant M e £(Mo,cu) et 
L e £(M). Pour / e nac{G{F)), on a I'egalite dans Iac{M{F),uj) : 

(11) ('/'f(/))M= E d%{L,L')^l{fQ,). 

L'eC{M) 

La preuve est formelle a partir de la formule de descente du lemme 5.4(iv). 

6.5 Integrales orbitales ponderees equivariantes 

Appelons forme lineaire cj-cquivariantc sur C^{G{F), K), resp. 'Hac{G{F))^ une forme 
lineaire qui se factorise en une forme lineaire sur I{G{F), K,u!), resp. Iac{G{F),u). 
Dans le cas oia F est non-archimedien, une forme lineaire I disons sur C^{G{F)) est 
cj-equivariante si et seulement si elle verifie la relation /(^/) = oj{g)~^l{f) pour toute 
/ G C'^{G{F)) et tout g G G{F) (cf. 5.5 remarque (2)). On identifiera souvent une 
forme lineaire o'-equivariante a une forme lineaire sur I{G{F), K,uj), resp. Iac{G{F),uj). 

Proposition. Soient M G £(Mo) et 7 G M{F) fl Greg{F). 11 existe une unique forme 
lineaire cu-equivariante f ^ 1^(^,00, /) sur l-Lac{G{F)) qui veri&e I'egalite 

4(7, cu,/) = 4(7, a;,/) - E lUl.^.<i>LU)) 

LeC{M),L^G 

pour tout f G nac{G{F)). 

Pour donner un sens a cet enonce, on doit raisonner par recurrence sur le rang semi- 
simple rgssiG) de G. Si ce rang est nul, ou plus generalement si M = G, I'enonce est 
tautologique : on a simplement 

7|(7,a;,/) = J|(7,a;,/). 

Si rgssiG) > 0, on suppose par recurrence que les formes lineaires I^il, .) sont definies 
pour L ^ G (auquel cas rgss{L) < rgss{G)) et qu'elles sont cj-equivariantes. D'apres la 
derniere assertion de la proposition precedente, le terme I^{'y,u!,4>i{f)) est bien defini. 
II en est done de meme du membre de droite de I'egalite de I'enonce. Cette egalite 
definit la forme lineaire / i-)- 4(7,0;,/). L'assertion de la proposition est que celle- 
ci est cj-equivariante. Dans le cas ou F est non-archimedien, on montre que I'egalite 
4(7,*^,^/) — '^{.9)~^I'if{l-i'^i f) 6st verifiee pour tout g G G{F) : la demonstration. 
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essentiellement formelle, est la meme que dans le cas non tordu. On se contente de ren- 
voyer a [A2] proposition 4.1 pour ce cas. Cela suffit pour conclure. Si F est archimedien, 
ccttc relation n'a plus de sens si on se limite aux fonctions fC-finies. On pent I'adapter a 
de telles fonctions, mais elle ne suffit de toute faQon pas a conclure. Pour I'instant, nous 
laissons la preuve inachevee (on la completera en 7.1). 

On conserve pour ce peiragraphe et jusqu'a la fin de 7.1 I'hypothese de 
recurrence ci-dessus, a savoir que la proposition est verifiee si I'on remplace 
G par G' avec rgss{G') < rgss{G). 

Comme on I'a dit, cela suffit a definir la forme lineaire / ^i f) T^ac{G{F)). 

II est clair que -^^(7, c^, /) = si a; n'est pas trivial sur Zci'y, F). 

On aura besoin des proprietes suivantes. On ne demontrera pas les deux premieres, 
leurs preuves etant essentiellement formelles. Soient M,M' e C{Mq) et g e G{F). Sup- 
posons M' = gMg-^. Mors 

(1) pour tout 7 e M(F) n Greg{F) et tout / e nac{G{F)), on a I'egalite 

li{g^g-\f)=uj{g)4{j,uj). 

Soient M e jC(Mo) et L e jC(M). Soit 7 e M(F) nGreg(F). Pour / e nac(G(F)), on 
a I'egalite 

(2) /f(7,a;,/)= E d%{L,L')4{^,^J-L')- 

L'eCiM) 

Soient M e C{Mq), 7 e M{F) n Greg{F) et b une fonction lisse sur Aq p. On a 
I'egalite 

(3) 4(7, f{b o H^)) = 6(^^(7))4(7, u, /). 

Preuve. La propriete analogue pour les integrales ponderees J^(7,cj, .) resulte des 
definitions. D'autre part, pour L G JC{M), on pent supposer (j)i{f{b o Hq)) = (60 
-^g)^l(/)' ef. 6.4(10). Pour L ^ G, on pent supposer par recurrence que (3) est vrai 
quand on remplace {G,M) par {L,M). Alors, quand on remplace / par f{b o Hq), le 
membre de droite de I'egalite de I'enonce est multiplie par 6(^^0(7)). Done le membre de 
gauche aussi. □ 

Soient M G C{Mq) et T un tore tordu maximal de M . Alors 

(4) il existe un entier > et, pour / G 'Hac{G{Fj) et 70 G T{F), il existe c > et 
un voisinage de 70 dans T(F) tel que Ton ait la majoration 

\4{^,u;J)\<c{l+\log{D^mf 

pour tout 7 G n Greg{F) ; 

(5) pour tout / G %ac{G{F)), la fonction 7 1-^ ^, f) est lisse sur f{F)r\Greg{F). 
_ Preuve. En raisonnant par recurrence, il suffit de demontrer les memes proprietes pour 

J^(7, a;, /). Au voisinage d'un point 70, cette fonction coincide avec J^{'y,uj, /(ftoi^^)), 

oil 6 G C^{Aqp) vaut 1 sur un voisinage de Hq^jo). Cela nous ramene au cas 011 
/ G G^{G{F), K), lequel cas est traite par 5.4(2) et (3). □ 
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6.6 Le theoreme 

Soient /i,/2 e C^{G{F),K). Pour M e £(Mo), S e Tm{M,u) et pour 7 e 5(F) n 

Greg{F)i OU pOSe 

4(7,^,/i,/2) = 4(^i'^2)/in7,^,/aJ4'(7,^,/2,Lj- 

Li,Z2e£(M) 

Remarque. Pour i — 1,2, Telement f^ i. appartient a I{Li{F), K^,io). Si Lj C G, le 

terme I^{'y,uj, fi^g.) est bien defini d'apres la proposition 6.5. Si Lj = G, on ne sait pas 

encore que / i-> 7^(7,0;,/) se factorise par I{G{F),K,u). Par convention, on suppose 

dans cc cas que f^^fet /g(7, a;, f^) = /g(7, a;, /). 
On pose 

J S{F)/{l-e){S{F)) 

Montrons que 

(1) cette intcgralc est absolumcnt convergentc. 

Prcuvc. D'apres 6.5(4) ct (5) ct 4.2(2), la fonction a intcgrcr est localement intcgrable. 
II suffit de prouver qu'elle est a support compact. Puisque S est elliptique dans M, il 
sufRt de prouver que la projection de ce support sur Aj^ Vest. On peut encore fixer Li, L2 
tels que d^{Li, L^) 7^ et remplacer la fonction par 

Puisque est a support compact, la relation 6.5(3) entraine que le support de la 

premiere fonction ci-dessus a une projection compacte dans Ai^. De meme, le support 

de la seconde fonction a une projection compacte dans Ai^. La non- nuUite ded^(Li,L2) 
entraine que le produit des projections 

est injective. Done le support du produit des deux fonctions a bien les proprietes requises. 

□ 

Posons 
puis 

4o.(^,/i,/2)= E |iy^|r«|-^(-l)«^-«<54^,_(a;,/„/2). 

Me£(Mo) 

D 'autre part, posons 
cf. 3.25. 

Theoreme. Pour tous /i, /2 G C^{G{F), K), on a Fegalite 
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Preuvc. Cctte preuve est formelle. Compte tenu de I'importancc du thcorcmc, nous 
la traitons en detail. On a besoin de quelques constructions, formelles comme on vient 
de le dire. Pour deux espaces vectoriels complexes V et V, notons V leur produit 
tensoriel "sesquilineaire", precisement le produit tensoriel V <S> V , ou V est le conjugue 
complexe de V. Posons simplement 

C{G{F)) = C^{G{F), K) M C^{G{F),K), 

H^Mf)) = nac{G{F))Mnac{G{F)), 
Lc{G{F),uj) = Iac{G{F),uj) m h,{G{F),u). 
Pour L e £(Mo), L ^ G, on definit une application 

tL--HaMF))^I_,MF)M 

par la formule 

(2) tlih ^ /2) = 4CLi, L2)4'{f,,Qj ^ 4'if2,Q,)- 

Le membre de droitc depend d'un choix de parametre auxiliairc dcfinissant I'application 
{Li,L2) ^ {Qi- Qi)- Pour que la definition soit corrcctc, on doit montrcr qu'cllc est 
indcpcndante de ce choix. Fixons des cu-representations L-irreductibles et tempcrccs tti et 
7r2 de L{F) et des elements Xi,X2 G Ai p. Considerons la forme lineaire sur I^^(L(F),u!) 
definie par 

((fil, ip2) ^ Il{Tfi,Xi, ipi)Il(n2, X2, ip2). 

D'apres 6.4(5), il sufRt de prouver que cette forme lineaire prend sur le membre de 
droitc de (2) une valeur qui ne depend pas du choix du parametre auxiliaire. D'apres les 
definitions des applications pour i — 1,2, cette valeur est 

df{L,, L2)jt i^u ^1, /l,4)^|^(^2, X2, f2,Q,). 

LiM&C{L) 

On pent remplaccr /i et /2 par leurs produits avec h o H^^ ou b E C^{Aq p) vaut 1 sur 
les images de Xi et X2 dans Aq p. On pent done supposcr fi ct /2 a support compacts. 
L 'expression ci-dessus est alors dcduite par transformation de Fourier de la fonction 

Li,LieC{L) 

sur iA*f „ X iA*f „. II suffit de prouver que cette fonction ne depend pas du choix du 
parametre auxiliaire. Quitte a tordre tti et -^"2, on est ramene a montrer que I'expression 

(3) E cif(L„L2)j|n^i,A,o,)4^(^2,/2,Qj 

Li,Lie/;(L) 

est independante de ce choix. Fixons P G V{L). Pour i = 1,2, introduisons la {G,L)- 
famille a valeurs operateurs {M{7Ti; A, Q))Q^-p(^iy Posons 

Mini K 772-, A, Q) = M(7ri; A, Q) M ^(773; A, Q). 
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De la (G, L)-famille (Al(7riKl7r2; A, Q))Qg-p(£) se deduit un operateur Al~^(7rilEl7r2) comme 
en 2.7. On pose 

jf (tti m 7r2, /i K /2) = trace(Mf (tti K Ti2){Ind%{fi) M Ind%{h))). 

Le lemme 5.4(ii) se generalise a cette situation : J^(7ri Kl 1x2, fi Kl /2) est egal a (3). 

Puisque Jiij^i 7r2, /i Kl /2) ne depend d'aucun choix, il en est de meme de (3), ce que 
I'on voulait demontrer. 

Remarquons que pour / G 'Hac{G{F)), I'image par Hq du support Supp{f) de / 
est fermee : localement, c'est I'image de Supp{f{b o Hq)) pour une fonction b a sup- 
port compact convenable et ce dernier support est compact. On note H^JG(F)Y, resp. 
H^jG(F))n, le sous-espace de H^JG(F)) engendre par les fonctions fi (8) /2 telles que 

HaiSuppih))nHGiSuppif2)) 
soit compact, resp. vide. On a I'egalite 

(4) ILAG{F)y = C{G{F)) + HaMF))o. 

En effet, soient /i, /2 G Hac{G{F)) tcls que HQ{Supp{fi)) r\ H Q{Supp{f2)) soit compact. 
Choisissons une fonction h' G C^{Aq) valant 1 sur un voisinage de ce compact. Posons 
6" = 1 - h' et, pour ^ = 1, 2, = f,{h' o H^), //' = f,{h" o H^). On a I'egalite 

/i K/2 = (/{ K/^) + (/{ Ki;^') + (/r K/^) + (/r ^i;^')- 

Le premier terme appartient a C{G{F)), les trois autres a H ^^(G{F))n. D'oii (4). 
Notons l^{G{F),uY I'image de H^{G{F)Y dans /^^(^(F),^). Montrons que 

(5) I'application 0- envoie H^{G{F)y dans i;„^(L(F), a;)^ 

Preuve. D'apres (4), il sufRt de montrer que 0-(/ilEl/2) G I_g^{L{F),uY dans les deux 

cas suivants 

(6) /, GCr(G(F),X) pour ^ = 1,2; 

(7) /. G -HaciGiFj) pour i = 1, 2 et Ha{Supp{h)) n Ha{Supp{f2)) = 0. 

Soit (Li,L2) intervenant dans la formule (2). On pose (^1 = (p^^if-iA ) (p2 = 
Qa)- Dans le cas (6), les fonctions /-^ et sont a supports compacts. D'apres 
6.4(10), on pent supposer que Hi^{Supp{ipi)) est compact pour i = 1,2. II en resulte 
que Hi{Supp{ip\)) fl Hi{Supp{Lp2)) a une projection compacte dans Ai. pour i — 1,2. 
Comme dans la preuve de (1), la non-nuUite de d^{Li,L2) entraine que I'ensemble 

Hi{Supp{ipi))r\Hi{Supp{ip2)) lui-meme est compact. Done ipiMip2 £ H^JL(F)Y. Dans 
le cas (7), puisque HQ{Supp{fi)) est ferme pour i = 1, 2, on pent fixer des fonctions 6j sur 
Aq p, lisses, a supports disjoints, telles que bi vaille 1 sur HQ^Supp^fi)). D'apres 6.4(10), 
on pent remplacer (^i par (fiipioH^). Mais alors H^{Supp{ipi)) r\ H Q{Supp{ip2)) est vide, 
a fortiori Hi{Supp{(pi)) n Hi{Supp{(p2)) I'est et (pi Kl ip2 appartient a H L( F)Y . Cela 
prouve (5). 

On a defini 0- pour L ^ G. On note simplement 0^ I'identite de H^JG(F)). 

Les distributions (/i,/2) ^ Jgiomi^, fi, f2), (/i,/2) ^ Igeom{^JiJ2) et celles qui 
les constituent peuvent etre considerees comme des formes lineaires sur C_{G{F)). En 
fait elles se prolongent a I'espace : pour une telle distribution D et pour / G H^^, 
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on ecrit f_^ + f_, avec e C{G{F)) et e H^{G{F)\ et on pose L>(/) = 

). Pour que cette definition soit loisiblc. il faut evidemmcnt montrcr que D{f) = 

si / G C_{G{F)) n Hg^(G(F))n. Les distributions en question s'cxprimcnt a I'aidc des 
distributions basiques / t-> J'^{j,uj,f) ou / t-)- I^{'y,u, f), 11 sufRt done de traiter 
celles-ci. Chacune d'elles s'etend naturellement a H^jGiF)) tout entier, il sufRt done 
de montrer que ces distributions etendues annulent H^JG(F))n. Solent done /i et /2 
verifiant (7). On choisit des fonctions bi comme dans la preuve de (5). II resulte des 
definitions et de 6.5(3) que, pour chacune de nos deux distributions D ci-dessus, on a les 
egalites 

L>(/i K /2) = o H^) K f,{b2 o H^)) = b^{H^{j)MHGh))D{h K = 0, 

ce qu'on voulait demontrer. 

Si on admet la proposition 6.5, le prolongement a H^JG(F)Y de la distribution 
(/i,/2) ^ -^^oto('^' /i' /a) se quotiente en une forme lineaire sur I^^{G{F),uy parce les 
distributions / i-)- 7^(7, a;, /) qui le constituent se quotientent ainsi. 

La distribution (/i,/2) i-> I^gJ^LO, fx, fi) peut elle-aussi etre vue comme une forme 
lineaire sur C_{G{F)). Montrons qu'elle se prolonge a H^JG(F)Y par Ic meme procede 
que ci-dessus et que ce prolongement se quotiente en une forme lineaire sur I'espace 
I_^^{G{F),ujy. La distribution en question est combinaison lineaire de distributions 

(/i, /2) ^ / Idn^ /i)^g(^a> h) dX, 

oil TT est une ^-representation temperee de G{F). On transforme celles-ci par inversion 
de Fourier en 

(/i, /2) ^ mes{iAl [ /G(^,X,/i)/c(7f, X, h) dX. 

On montre grace a 6.4(4) qu'une distribution 

(8) (/l, /2) ^ /g(^,^,/i)/g(^, X, h) 

annule C_{G{F)) n H^JG(F))o. Comme pour les distributions "geometriques", cela per- 
met de prolonger la distribution (/i,/2) i->- I^isd^^ fi^ f2) a H^JG(F)Y. Ce prolonge- 
ment se quotiente en une forme lineaire sur I^^{G{F),ujy parce les distributions (8) qui 
le constituent se quotientent ainsi. 

Remarquons que, si I'enonce du theoreme est vrai, il s'etend en I'egalite 

pour tout / G H^JG(F)Y (ou / G /„(,(G(F),a;)^ si on admet la proposition 6.5) puisque 
chaque terme est par definition le meme terme evalue sur / oii, comme plus haut / est 

un element de C{G{F)) tel que 1^1^ + H^{G{F))o. 

Venons-en a la prcuvc dn theoreme. Elle se fait par recurrence sur rgss{G). On suppose 
verifies le theoreme et la proposition 6.5 pour les espaces G' tels que rgss{G') < rgss{G). 
Solent fi G G^{G{F), K) pour i = 1, 2, posons / = /i K /2. Soit L G C{Mq). Montrons 
que 

(9) >^tpec('^'/l'/2)=4>,0£(/))- 



142 



C'est tautologique si L — G. Supposons L ^ G. Les deux cotes sont des combinaisons 
lineaires indexees par r G {Edisc{L,uj)/conj)/iA*gp de produits des memcs coefficients 
et de certaines distributions. La distribution qui intervient dans le membre de gauche 
est 

(10) / jf(7r,„/i,/2)ciA. 

Relevons r en un element r e £{L,uj). Pour X G Ai^p., notons ip i— )■ Ii{7ir,X,ip) le 
prolongement a iLaci^Y de la distribution 

Alors la distribution intervenant dans le membre de droite de (9) est 
(11) mes{iAlp) [ Ii{nr,X,l^{r))dX. 

II faut montrer que les expressions (10) et (11) sont egales. Par transformation de Fourier, 
le lemme 5.4(ii) entraine que (10) est egal a 

mes{iAlp) 4i^i,h) I jfn^x,^,4<5j4^(^x,^,/2,Qjc?X 

D'apres les definitions des applications 0-' pour i — 1,2, c'est aussi 

L'egalite de cette expression avec (11) resulte alors de la definition de (f)-. Cela prouve 

(9). ^ ^ ^ ^ r . . 

Pour L 7^ G, on pent par I'hypothese de recurrence utiliser le theoreme prolonge 
comme indique ci-dessus : on a 

4c(^,^z(Z))=4o„^(^,^i(/))• 

Alors (9) implique 

J?pec{^'> /l) /s) = ^disc{^'> /l> /a) - I%om{^'> fu h) + X, 

ou 

X= Y l^^ll^''l"'(-l)"^"'^^4om(0z(/)) 

LeC(Mo) 

(rappelons que, par convention, (p^ I'identite de H^JG(F))). En utilisant le theoreme 
5.1, la relation cherchee 

equivaut a l'egalite 

(12) Aiu;J„h)=X. 
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Par definition 

= Yl \W^\\W^\~\-lT'^~''oXj^, 

MeC{Mo) 

ou 

LeC(M) 

En se rappelant la definition de Jf^ami'^i f'i-i f'i)i suffit pour demontrer (12) de fixer 
M e C{Mq) et de prouver I'egalite 

Les deux membres de cette egalite sont des sommes sur 5" e Tf,ii{M,u) de coefficients 
(qui sont les memes pour les deux membres) et d'intcgrales sur S{F)/{1 — 6){S{F)) de 
certaines fonctions. 11 suffit de fixer S et de prouver que les fonctions sont les memes. 
Fixons done S et un point 7 G S{F) Pi Greg{F). La valeur en 7 de la fonction relative au 
membre de gauche de (13) est 

Y d%{M„ M.)j|H7,^,4A)^f (7, ^, 

cela d'apres le lemme 5.4(i). On pent exprimer les integrales orbitales ponderees a I'aide 
d'integrales equivariantes grace a la proposition 6.5. On obtient 

Y d%iM„M,) Y E 4h7,^,C(a,a)4^(7>^>C(4#.))' 

Mi,M2eC{M) LieC'^i{M)L2eC'^2{M) 

en posant la convention que 0^ est I'identite de C^{G{F), K). Si Li et L2 sont tous 
deux differents de G, la distribution 

pent etre consideree comme une forme lineaire sur Iac{Li{F).u) ^ Iac{L2{F) , u) . Notons- 

la 9? I— )■ I^'^^'^jjCJjip). Dans le cas oil Fun des Li est cgal a G (ou les deux), on utilise 

la meme notation en remplagant la composante Iac{Li{F),uj) de I'espace de depart par 
Hac{G{F)). Alors I'expression precedente s'ecrit 

(14) E I'^i^Hl.^MLuh)). 

Li,L2eC(M) 

oil ^ ^ 

^(L„L,) = E 4(^i'^2)0f/(A,#J K0g(/.,pj. 

MieC{Li),M2eC{L2) 
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La valeur de la fonction intervenant dans le membre de droite de (13) est 

L£C{M) 

D'apres les definitions, cela s'ecrit encore 

LeC{M) Li,L26£^(M) 

oil on a note i-> (y?^ ^ I'application lineaire de H L( F)) dans Iac{Li{F),uj) Kl 
Iac{L2{F) , u) qui envoie Kl(/92 sur ^(f2 - ^'^^ encore, on doit modifier la definition 
si Fun des est egal a G : on remplace Iac{Li{F) , cu) par T-LaciG^F)) et ^ii. par (pi. 
L' expression ci-dessus s'ecrit encore 

Li,L2e£(M) 

oil 

^'(Li,L2) = 4(^i'^2)(0i(/))z„z,. 

Le£(M);Li,L2CL 

On doit prouver que les expressions (14) et (15) sont egales. II suffit de fixer Li et L2 et 
de prouver I'egalite 

(16) ^(Zi,L2) =^'(Zi,L2). 
Fixons done Li et L2. On voit d'abord que les deux membres sont nuls si la condition 

(17) A^^ n 4^ = {0} 

n'cst pas verifiee. En effet, dans ce cas, il n'y a pas de couples (Mi,M2) intervenant 
dans la definition de (p{Li, L2) pour lesqucls on ait (i^^(A'/i, M2) 7^ et il n'y a pas de L 
intervenant dans la definition de (p'{Li, L2) pour lequel (i^(Li, I/2) 7^ 0. On suppose done 
que (17) est verifiee. 11 y a alors un unique L intervenant dans la definition de (p'{Li, L2) 
pour lequel d^{Li, L2) 7^ : celui pour lequel 

cf. 5.3. Dans la suite L designe cet ensemble de Levi. 

Supposons Li = Z2 = G. L'egalite (17) entrainc M — G ei on verifie que les deux 
membres de (16) sont simplement egaux a /i Kl /2. Supposons par exemple Li = G et 
L2 ^ G. L'egalite (17) entraine L2 = M. On a aussi L = G. D'oii ^'(G, M) = /i K f^ j^. 
Seul le couple (Mi, M2) = {G, M) contribue a la definition de (p{Gi M), d'oii (p{G, M) = 

h K 0f (/2,P2) = /i ^ /2,M, d'oii (16) dans ce cas. 

On suppose maintenant Li et L2 tous deux differents de G. Les deux termes de (16) 
appartiennent a Iac{Li{F),uj) Kl Iac{Li2{F),u!). Pour prouver (16), on peut fixer pour 
i = 1,2 une cj- representation temperee tTj de Li{F) et un element Xi e Ai. et prouver 
que la forme lineaire 

(18) (^iK(^2 ^ /£^(7fi,Xi,(^l)/£^(7f2,X2,(^2) 
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prend la meme valeur sur les deux membres. Sa valeur sur (f{Li, L2) est 

Mie/:(Li),M2e-C(L2) 
En utilisant les definitions des applications 0^', on obtient 

Mi6£(Li),M2er(L2) 

C'est la valeur en {—Xi,X2) (le signe — provenant de la conjugaison complexe figurant 
dans la formule ci-dessus) de la transformee de Fourier de la fonction sur iA*f ^ x iA% ^ 

qui, a (Ai,A2), associe 

MiG£(Li),M2G£(L2) 

Fixons des espaces paraboliques Qi G V{Li) pour i = 1,2 contenus dans des espaces 
paraboliqucs d'espaccs de Levi L ct introduisons les representations induitcs H - = 

Ind'? (tt . 3, ) dans I'espace Vi = V^. q.. On dispose des (G, Lj)-familles a valeurs operateurs 

(A4(7ri,Ai; A, (5))Qgp^£.). On verifie que I'expression precedente n'est autre que 

(19) irace(A^(Ai,A2)(ni,x,(/i) ^62,^2 
oil A/'(Ai, A2) est I'operateur de Vi Kl V2 defini par 

^^{X^,X2) = E 4(^i'^2)A4f;(7ri,Aj KMg(7r2,A2)- 

Mie£(Li),M2e£{£2) 

Pour calculer la valeur sur <^'(-^i) -^2) de la forme lineaire (18), on doit d'abord calculer 
Il\ni,Xi,ip- 1,) pour G TiaciL^F)). On introduit une fonction b G C'^(^lf) telle que 
b{Hi{Xi)) = 1. On a alors 

hS'^i, ^i,u) = hii'^h Xi, (Pi^i.{b o H^)) = Xi, {ipi{b o Hi)) I.). 

Maintenant, (pi{b o Hi) est a support compact, d'oia 

Il^{7:,,X,,{^,{boHi))i;)^mes{iA*^,^)-^ [ Ii^{n,-,^,Mbo Hi))iJe-<''-^'> dX,. 

En introduisant la representation tt^- = IndQ^j^lTt-^.), I'expression ci-dessus devient 

mes{iA*^^^^)-' I ^ Ii{%l^^, <p,{b o Hi))e-<'^^'''^> d\. 

On pent aussi I'ecrire 

mesitA}, ^)-' I [ Iiiwf-^,,Y,,ip,iboHi))dY,e-<~'^'''^>dXi, 
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puis, par inversion de Fourier, 



oil X- i est la projection de Xi dans Ai p. Maintenant, on peut faire disparaitre la 
fonction (6 o Hi) et on obtient simplement 



-<Xi,Xi> 



dXi 



En appliquant ce calcul et les definitions, on obtient que la valeur sur (f'{Li,L2) de la 
forme lineaire (18) est 

(20) mesiiAl, ^)-'mes{iA}, j,)-'mes{iAl [ I 



Ilin^-^^ m 7f,\, ^2,L, 0^(/))e<'^--^>-<^--^> dX, dX2, 
oil on a note (f i->- ^li^ix^ ^ ^2 A2' ^' "^2 Z' v) forme lineaire 



sur H^JL(F)). Mais on a calcule la composce de 0^ avec cette forme lineaire dans la 
preuve suivant la relation (2). Le resultat est le suivant. On dcduit des (G, Lj)-familles 
{J^{ni^xl'T^jQ))Q^-p{Li) (*^^ K ^ '^'^L- (G, I/)-familles et on introduit leur produit 
sesquilineaire 

M{7r,^x[ ^ 7r2,A^; A, Q) = M{t:^,x',\K Q) ^ M{t:2,x>,\K Q) 
pour Q e V{Li). On pose 

AA'(A;,A'2) = Alf(7ri,,. K7r2,A^;0). 

Alors Ii{TX^r Kl Tff'r , X^ I, X2 1, 4>j{f)) est la valeur en (— Xi, X2) de la transformee de 
Fourier de la fonction 

sur p ^ ^"^l, En inserant cette valeur dans I'expression (20), on voit que la valeur 
de la forme lineaire (18) sur (p'{Li,L2) est la valeur en {—Xi,X2) de la transformee de 
Fourier de la fonction sur sur iA^^ ^ x iA*^^ ^ qui, a (Ai, A2), associe 

(21) irace(AA'(Ai, A2)(ni,x.(/i) ^%.(/2)) 

sur iA*f „ X iA*f „. 

On a montre que les valeurs de la forme lineaire (18) sur les deux membres de (16) 
etaient les valeurs en {—Xi,X2) des transformees de Fourier des fonctions en (Ai,A2) 
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definies par (19) et (21). Pour demontrer leur egalite, il suffit de prouver I'egalite de ces 
dernieres expressions. II suffit encore de prouver I'egalite 

A^(Ai,A2)=A^'(Ai,A2). 

Mais c'est ce qu'afiirme la relation 5.3(1) simplifiee dans notre situation commc cxplique 
dans ce paragraphe (et etendue aux families a valeurs operateurs, ce qui ne pose pas de 
difficulte) . Cela acheve la preuve. □ 

6.7 Variant e avec caractere central 

Pour tout sous-groupe H de G contenant A^, on pose H_ = Aq\H. Pour tout sous- 
varictc H dc G invariantc par translations par Aq, on pose = Aq\H. On a simplement 
H_{F) = A^{F)\H{F), H{F) = A^{F)\H{F) puisque A^ est deploye done cohomologi- 
quement trivial. 

Pour une fonction / sur G{F) et pour z e Aq{F), definissons la fonction /'^l par 
f^^Kl) = fi^l) = fil^)- Soit un caractere unitaire de Aq{F). On note G^{G{F), K) 
I'espace des fonctions / : G{F) — )■ C qui sont lisses, fC-finies a droite et a gauche, 
qui verifient la relation /[^^ = ij,{z)~^f et dont le support est compact modulo Aq{F). 
Soit TT une representation irreductible et unitaire de G{F). Pour z G Aq{F), 7t{z) est 
une homothetie dont on note /iTri^) le rapport. L'application z i-> /i-n-iz) est un caractere 
unitaire. Appelons-le le 74-caractere central de tt. Soit maintenant tt une cu-representation 
unitaire de G{F), de longueur finie. Supposons que toutes les composantes irreductibles 
dc la representation sous-jacente tt aient le meme A-caractere central. On dit alors que 
c'cst le A-caractere central de n. Supposons qu'il en soit ainsi et que ce caractere soit fi. 
On pent alors definir I'operateur 7f(/) pour / e C'^{G{F), K) par 

I f{9M9)dg. 

Ja^{f)\g{f) 

On definit aussi sa trace /^(Tr, /) = trace{Ti{f)). Pour r G £(G, a;), la representation 
tTt n'est pas G-irreductible, mais admet un A-caractere central, qui ne depend bien silr 
que de I'image r de r dans E{G,u). Notons-le fir- On note Eiiisc,f^{G , uj) I'ensemble 
des T G EdisciG^uj) tels que [Xj. = fi. On note Edisc,fj.{G , i-^) / conj I'ensemble des classes 
de conjugaison par G{F) dans Edisc,n{G,uj). Pour r = (M,(7,f) G Edisc,n{G,^) (ou 
Edisc,ij.{G,u)/conj), notons Stah(W'^ ,t) le stabilisateur de r dans W'^ , puis, comme en 
2.9 

Stab(W^^,r) = {Stah{W'^,T)/W'^)/W^{a). 
Pour/i,/2GC-(G',i^),posons 

lLi^Jij2) = E |Stab(iy«, T)\-hiT)Iai7rr, fiM^., h). 

TeEd,isc,f,{G,ui)/conj 

Soient M G C{Mo) et S e Tm{M). On dispose de mesures sur 5^'°(F) et sur A^{F), 
done aussi sur A^{F)\S^''^{F) = ^^'°(F). Comme en 4.1, on munit S{F)/A^{F){1 - 
e){S{F)) = S{F)/{1-0){S{F)) de la mesure telle que, pour tout 7 G S{F), l'application 

S''%F) ^ S{F)/{l-e){S{F)) 
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preserve localement les mesures au voisinage de I'origine. Supposons u trivial sur S^{F). 
Remarquons que C^iG, K) C T-LaciG)- Les integrales ponderees equivariantes de 6.5 sont 
done definies pour fi et /2 et 7 G S{F) fl Greg{F), ainsi que les termes 1^(^,00, fi, f 2) 
de 6.6. On verifie que 

4(^7, ^,/l,/2)= 4(7, ^,/l,/2) 

pour tout z e Aq{F). Remarquons que I'inclusion Aq{F)\S^{F) C S_^{F) n'est pas 
forcement une egalite. On pose 

/|(7,a;,/.) = [S\F) : {Aa{F)\S\F)r'4{ru;J,) 

pour i = 1, 2 et 

/|(7,^,/i,/2) = [S\F) : {A^{F)\S%F))]-'4{^,u;,h,f,). 

Remarque. On adefini les integrales orbitales comme des integrales sur S^{F)\G{F). 
On doit ici les convertir en integrales sur S_^{F)\G{F), ce qui justifie les facteurs intro- 
duits ci-dessus. 

On pose, au moins formellement, 

(1) 4,5(^'/i'/2) = \W''{S)\-'mes{A^{F)\S\F)) 

J S{F)/A^{F){l-e){S{F)) - 

Comme en 6.6, on definit ensuite 

SeTM{M,to) 

Me£(Mo) 

Theoreme. Pom /i,/2 e G'^{G{F), K), les expressions (1) sont absolument conver- 
gentes. On a Vegalite 

Preuve. On ne detaillera que I'aspect combinatoire de la preuve. On note 

p,:C^iGiF),K)^C^{G{F),K) 
I'application qui, k ip & G^{G{F), K), associe la fonction / definie par 

/(7) = / f{z-f)p{z) dz. 
Jaq[f) 
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EUe est surjective. Ainsi on peut introduire pour i — 1,2 une fonction (pi e C^{G{F), K) 
telle que Pfj,{<fi) — fx- Le theoreme 6.6 nous fournit I'egalite 

pour tout z G Aq{F). On verifie que le membre de gauche (done aussi celui de droite) 
est a support compact en z et borne. On a done I'egalite 

(2) / lf^„^{Lj,ipi,ip["^)^{z)dz = / I^p^^{u,(pi,(p^2^)^{z)dz. 

On va montrer que le membre de gauche est egal a I^^omi^i f'^i f'^)i tandis que celui de 
droite est egal a I%^^{u, /i, /2)- 

Commengons par les termes geometriques. On peut fixer M e C{Mo) et 5" e Tf,ii{M, uj) 
et prouver I'egalite 



(3) mes{Aj^{F)\S'{F)) [ [ dz ^ 

JAq{f) Js{F)/(i-e){s{F)) 

mesiA^iF)\S\F)) [ , u; , f„ h) dr 

— JsiF)/{l-e){S{F)) - 

II existe une constante C > telle que Ton ait la formule d'integration 

(4) / 0(7) d-f = C [ I (p{z'-f ) dz' d-f 

J S{F)/{l-e){S{F)) J S{F)/{l-e){S{F)) Jaq{F) 

pour toute fonction integrable sur S{F)/{1 — 9){S{F)). Le membre de gauche de (3) 
devient 

Cmes{A^{F)\S%F)) f [ f 4{z'^,u,^,,^^^^) dz' dzd^ 

Js{F)/(i-e){siF)) Jaq{f) Jaq{f) 

On verifie que 



tG f I 2 \ tG / 2 z z \ 



puis que 



/ / l%{z'^,u,^,J})dz'dz = [S'iF) : (A^(F)\5^(F))]2/|(7,a;,/i,/2) 
Ja^{f) Jamf) — 



Alors le membre de gauche de (3) devient celui de droite, a ceci pres que la constante 
mes{A^{F)\S\F)) y est remplacee par Cmes{Aj^{F)\S\F))[S\F) : {AQ{F)\S\F))f . 
II reste a montrer que ces deux termes sont egaux, autrement dit, on doit calculer C. 
Fixons un point base 70 G S{F), ce qui permct d'identifier S{F) a S{F) par x 1— >■ 2:70 et 
de meme S_{F) k S_{F). Considerons le diagramme 

S^'^{F) 

/ \ 
^^'°(F) S{F)/{l-e){S{F)) 

\ / 

S{F)I{\-B){S{F)) 
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Pour chaque fleche 

X 

Y 

de ce diagramme, on definit une application 
par 

i^riy) = / ipx{zyx) dz, 

oil yx est une image reciproque de y dans X. Pour chaque fleche 

X 

\ 

de ce diagramme, on definit une application 



Y 



C^{X) C^{Y) 

par Tpviy) = J2x'^x{x), oh x parcourt I'image reciproque de y dans X. Soit V ^ 
C^{S^'^{F)). En appliquant ces constructions au cote gauche, du diagramme, on deduit 
de ip une fonction ipg sur S_{F)/{1 — 0){S_{F)). En appliquant ces constructions au cote 
droit du diagramme, on obtient d'abord une fonction (f) sur S{F)/{1 — 9){S{F)), puis 
une fonction i/j^ sur S_{F) /(I — 9){S_{F)). Apphquons (4) a (f). Par definition de la mesure 
sur S{F)/{l-9){S{F)),on& 

/ 0(7) = / ^{7)d^. 

Js{F)/{l-e){S{F)) JS^-°{F) 

Par definition de la mesure sur S_{F)/{1 — 9){S_{F)), c'est aussi 



'S{F)/(l-e){S{F)) 

L'integrale interieure du membre de droite de (4) n'est autre que ipdil) et ce membre de 
droite est egal a 

Js{F)/i^-0){S{F)) 

Les fonctions ipd et ipg sont proportionnelles et les calculs ci-dessus montrent que la 

constante C est celle pour laquelle ipg = Cipd- L'action de Aq[F) sur S^''^{F) est libre, tan- 
dis que celle sur S{F)/{1 — 6){S{F)) se quotiente en une action libre de Aq{F)/ {AQ{F)r\ 
(1 - e){S{F))). II rcsulte alors des definitions que C = \A^JF) n (1 - e){S{F))\-\ Pour 
X G S_^{F), soit y G S{F) relevant x, posons z = {1 — 9)y. L'application x ^ z envoie 
S\F) dans Aq{F) n (1 - 9){S{F)). Parce que l'application S^'\F) S^'^{F) est sur- 
jective, l'application precedcntc sc quotiente en une application de S\F)/S^^^{F) dans 
Aq{F) n (1 — 9){S{F)). On obtient une suite d' applications 



1 ^ S\F)/S^'\F) ^ S\F)/S^'\F) ^ Aa{F) n (1 - 9){S{F)) ^ 1. 
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On verifie aisement que cette suite est exacte. Done 

\Aa{F)n{l-e){S{F))\ = [S\F) : {Aa{F)\S\F))] = [S\F) : S!>'\F)][S\F) : S''\F)]-\ 
D 'autre part, on a les egalites 

mes{A^{F)\S\F)) = [S\F) : S'''{F)]mes{A^{F)\S''\F)) 

= [S\F) : S'''{F)]mes{A^{F)\S''%F)) 
= [S\F) : S^'%F)][S\F) : S^'°{F)]-^mes{A^{F)\S\F)). 
De ces calculs resulte I'egalite 

C^mes{A^{F)\g{F))rnes{A^{F)\S\F))-'[S\F) : {Aa{F)\S%F))]-' 

que Ton voulait prouver. Cela acheve la preuve de (3) et I'identifieation du membre de 
gauche de (2) avec I%^{(^Jij2)- 

Montrons maintenant que le membre de droite de (2) est egal a I^ed'^^ h)- 
membre de droite est egal a 

J2 |Stab(PF^xz^^_^,r)|-MT) 

T&{Eaisc{G,uj)/conj)/iA*^^^ 

/ / lGi^T-^,^l)lGi^T-^,^2^)dXll{z)dz. 

On identifie {Edisc{G, cu) / conj) / iA'^ ^ a un ensemble de representants E_ dans Edisc{G, i^) • 
On a 

L'integrale sur le plus grand sous-groupe compact de Aq{F) selectionne les r e £| tels 
que /ir coincide avec /i sur ce sous-groupe. Notons ce sous-ensemble. L 'expression 
ci-dessus devient 

mes{A^{F)c) ^ |Stab(W^^ x U^^^, r)|-^t(r) 

reE' 

JAa-f JiA% „ 

G' G,F 

ou on a quotiente en un caractere de Aaq,f- Par inversion de Fourier, on obtient 
le produit de 

(5) ■mes{AQ{F)c)mes{iA*Q^p)[AG,F ■ AaqA'^ 

et de 

TEE' AeAj^(T) 

Oil A^(t) est I'ensemble des A e iA*^ „ tels que — A*) encore tels que tx G 
Edisc,ii{G,u)). L'expression (5) vaut 1 d'apres les normalisations de 1.2. L'ensemble A^(t) 
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est un espace principal homogene sous le groupe «»4^^^/i^^^. On verifie que, pour A 
dans cet ensemble, on a I'egalite 

pour i = 1,2. Notons X_ I'cnscmblc dcs couples (t. A), ou r G ct A G A^(r). 
Considcrons I'application de X dans Edisc,iJ,{G,(jj) / conj qui, a (r. A) G X, associe la 
classe de conjugaison de r^. On verifie qu'elle est surjective. Notons sa fibre au- 
dessus d'un element r G Edisc,ij.{G,uj)/conj. A ce point, on a transforme le membre de 
droite de (2) en 

(6) E C{r)Ia{nr,fi)lG{nr,h), 

T&Eaisc,ij.{G,ijj)/conj 

oil 

C(t) = J2 I Stab(W^^ X iA*^^p, r) \-h{T) ■ 

Fixons T G E(iisc,n{G,uj)/conj que Ton releve en un element de EdisciG,uj). L'ensemble 
est celui des (r. A) tels que r G E^, A G A^(r) et est conjugue a r. Cette re- 
lation entraine que les images de r et r dans {Edisc{G,uj)/conj)/iA*^ ^ sont egales. 
Done r est bien determine : c'est I'element de E^ qui represente I'image de r dans 
{Edisc{G, cu) I conj) I iJ^Q p- Cela simplifie C (r) en 

C(t) = |Xj|Stab(iy^ X %A%p,t)\-^i{t). 

On pent fixer A G iA*^ ^ tel que soit conjugue a r. Notons A'(r) l'ensemble des 
A G iA*^ „ tels que t\ soit conjugue a r. Alors est l'ensemble des (r, A + A) pour 
A G A'(t). D'oii \X_^\ — |A'(r)|. Remarquons que r et t\ sont conjugues par si et 

seulement s'ils le sont par W'^ . On a defini le groupe StahiyV'^ x lAt^ ^, r) en 2.9, forme 

des (tf. A) G 5'ta6(l^'^ x i^^^,T) tels que wt — t\. L'application qui, a (tf. A), associe 
A fournit une suite exacte 

1 ^ Stah{W^,T) Stah{yV° x iA^^.t) A'(r) 1. 

On en deduit aisement 

|A'(t)| = |Stab(VF^ x a^_p,T)||Stab(V^^,T)|-^ 

D'ou 

C(t) = |Stab(iy^,T)|-^t(T). 
Alors (6) devient7£>,/i,/2). □ 

7 Consequences 

7.1 Fonctions cuspidales 

Rappelons que Ton note G{F)eii l'ensemble des elements semi-simples regufiers et 
elliptiques de G{F). Une fonction / G G^{G{F), K) est dite cuspidale si et seulement 
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si IqI'^jUJ,/) — pour tout 7 e Greg{F) tel que 7 ^ G{F)eii. Cela equivaut a ce que, 
pour tout espace parabolique P = MUp G J-'(Mo), avec P ^ G, I'imagc dc fp dans 
I{M{F), ,uj) soit nulle (en convcnant que cet espace lui-meme est nul si u n'est pas 
trivial sur Zm{FY)- Grace au thcoreme 5.5, cela equivaut aussi a I(j{Ind'^{7r), f) = 
pour tout P comme ci-dessus et toute w-representation vf de M{F), temperee et de lon- 
gueur finie. On note Icusp{G{F), K,u) I'image dans I{G{F), K,u) de I'espace des fonc- 
tions cuspidales. D'apres le theoreme 6.2, de I'application pwq se deduit un isomorphisme 
Icusp{G{F),K,uj) ~ PW,uiG,u). 

Dans le cas oil /2 est cuspidale, le theoreme 6.6 se simplifie. Pour M e £{Mq), 
S G Teii{M,u!) et 7 e S{F) n Greg{F), on a simplement 

4(7, ^, /i, /2) = /g(7,^,/i)4(7, ^, /2)- 

En effet, dans la somme definissant le membre de gauche (cf. 6.6), les termes pour L2 ^ G 
sont nuls parce que f2^i^ = 0. Si L2 = G, on a Li = M et 1^(7, f^^j^) = loil,'^, /i)- 
D 'autre part, on a 

Te{EM{G,i^)/conj)/iA*^j^ 



En effet, si r G Edisc{G{F)) — Eeii{G{F)), une representation tTt- est induite a partir 
d'un espace parabolique propre (cf. lemmes 2.10 et 2.11), done son caractere annule /2. 
Remarquons que, pour un triplet r = (Mdisc, c", "f^) £ Eeii{G{F)), on a simplement 

L{T)^\det{{l-f)^_^a)\-\ 

puisque W^la) = {1}. 

Rappelons que les caracteres de ^-representations de longueur finie de G{F) sont 
des distributions localement integrables. Pour une telle ^-representation tt , notons 7 1— >■ 
0(7f,7) la fonction sur G{F) telle que 

lGi^J)= i e(7f,7)/(7)c?7- 

On suppose, ainsi qu'il est loisible, que cette fonction est lisse sur Greg{F). 

Theoreme. Soient f e G^{G{F), K), M e C{Mq) et 7 G M{F)nGreg{F). On suppose 
f cuspidale. Alors 

(i) si^^MiFU,I^{^,ujJ) = 0; 

(ii) si 7 G M{FU, 

mes{A^{F)\ZGii,F))4i^,uj,f) = (-1)«m-«c5L,<5(^) 1/2 
J2 |Stab(iy^ X iA*^^^,T)\-h{r) [ e{n^-,^)Ia{n,.J) dX. 

- J 7 A* 

Te{EM{G,^)/conj)/iA*^^^ ■^G,F 
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Prcuve. Si 7 ^ M{F)eii, on peut conjuguer 7 de sorte que 7 G L{F), ou L G C{Mq) 
ct L C M. La formule dc descente 6.5(2) (ou on echange les roles de M et L) et la 
cuspidalite de / entrainent la conclusion de (i). 

Definissons una fonction (f sur Greg{F) de la fagon suivante. Soit 7 G Greg{F). Si ou est 
non trivial sur ^0(7, F), on pose (p{'y) — 0. Sinon, choisissons g G G(-F) et M G C{Mq) 
de sorte que g^g~^ G M{F)eii. Posons 

^(7) = (-l)«--««,„es(A^(F)\ZG(^7^-\ F))D^{^Y'''u{g)-H%{g^g-\ u, /). 

Cette definition est loisiblc d'aprcs 6.5(1). Soit /' G C^{G{F), K). Comme on I'a dit 
ci-dessus, le terme I^iomi'^^ /) simplifie puisque / est cuspidale. Grace a la formule 
de Weyl (cf. 4.1), on a simplement 

liomi^J'J)- [_ lWMi)dr 

Jg(f) 

D' autre part 

igeci^J'J) = E |Stab(W^^ X zA*^^^,r)\-h{r) 

Te(E^ll{G,u>)/conj)/iA*^^^ 

Cette formule est absolument convergente, d'oia 

Jg{f) 

oil 

(^'(7)= E \StBb{W^ X iAl^j,,T)\-h{T) f Q{7r^.,^)Ia{nr,,f)dX. 

T&{EM{G,uj)/con3)/iA*gj, G,F 

Le theoreme 6.6 entraine I'egalite 

/ di = / JWWii) dr 

Jg{f) Jg{f) 

Si F est non-archimedien, /' est n'importe quel element de C'^{G{F)) et cette egalite 
entraine </?(7) = ^'{l) pour tout 7, ce qui est I'assertion (2) du theoreme. Si F est 
archimedien, il y a un petit probleme car /' est supposee K-finie. Quelques calculs simi- 
laires a ceux du paragraphe 5.2 montrent que I'egalite ci-dessus se prolonge continument 
a /' G C^(G(F)) tout entier. La conclusion est alors la meme que dans le cas non- 
archimedien. □ 

Preuve de la proposition 6.5 Soient M G >C(Mo), 7 e M{F) n Greg{F) et / G 
'Hac{G{F)) dont I'image dans Iac{G{F),uj) soit nuUe. On veut montrer que I^i'J, oj, f) — 
0. La relation 6.5(3) nous ramene au cas oil / G C^(G(F), K). Son image dans I{G{F), K, 00) 
est nulle, a fortiori / est cuspidale. Si 7 n'est pas elliptique dans M{F), I'assertion 
chcrchec rcsulte du (i) du theoreme ci-dessus. Si 7 est elliptique dans M{F), elle resulte 
du (ii) puisque iQ^jir^, /) = pour tous r et A. □ 
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7.2 Fonctions cuspidales, variante avec caractere central 

On introduit le groupe G de 6.7 et les notations afferentes. Soit /i un caractere unitaire 
de Aq{F). On definit comme au paragraphe precedent la notion de cuspidalite pour 

une fonction / G C^{G{F), K). On note C'^^^gp{G{F), K) Ic sous-cspace des fonctions 
cuspidales. On note I^^cusp{G{F)^ K, u) le quotient de C'^^^,,p{G{F), K) par le sous-espace 
des fonctions dont toutes les integrales orbitales regulicres sont millcs. Une variante 
avec caractere central du tlieoreme 6.2 conduit a I'assertion suivante. On definit de 
fagon evidente I'ensemble £'e;i,^(G', uj). Pour tout r e Eeii^ij,{G, uj)/conj, fixons un element 
T e £{G,uj) qui releve r. Considerons I'application 

Alors 

(1) cette application se quotiente en un isomorphisme 

Autrement dit, pour tout r G EeiL^iG . u) / conj ^ il existe un unique pseudo-coefficient 
/r e IiJ.,cusp{G{F),K,uj) tel que, pour r' G EM,tj,{G,uj)/conj, on ait 

. . / 1, si r' = T, 
Et la famille Ur)reEMAG,'^)l<^i ^^^^ I^,,cusp{G{F), K). 

Theoreme. Soient r G EM,n.{G,uj)/conj, M G C{Mq) et 7 G M{F)m n Greg{F). On a 
Vegalite 

mes{A^{F)\ZG{l.F))ll{^,uJr) = {-ir'^'^^^ 

C'est la version avec caractere central du (ii) du tlieoreme precedent, applique au 
pseudo-coefficient fr- Remarquons que, pourr = {MdiscC','^) £ Em,^,{G,uj), StahiW'^ ,t) 
n'est autre que le commutant de f dans R'^{a). 

7.3 Produit scalaire elliptique 

Notons G{F)eii/conj I'ensemble des classes de conjugaison par G{F) dans G_{F)eii = 
G{F)gii/A^{F). On munit cet ensemble d'une structure de variete analytique sur F de 
sorte que, pour tout 7 G G{F)eii, I'appfication qui, k x E G^{F), associe la classe de 
conjugaison de x^, se quotiente en un isomorphisme local de G^{F) sur G{F)eii/conj 
au voisinage de a; = 1. De meme, on munit Q.{F)eii/ conj de la mesure pour laquelle ces 
applications preservent la mesure au voisinage de a; = 1. On definit une fonction m sur 
G{F)gii/conj de la fagon suivante. Pour 7 G G_{F), soit S_ I'unique tore tordu maximal 
de G_ contenant 7. Alors 

m(7) = mes{S\F)). 
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Pour une fonction (/? e C^{G{F)eii/conj), Tintegrale 

m(7)-V(7)o^7 



'G(F)eii/conj 

ne depend d'aucune mesure. EUe est egale a 

SeTMG) JsiF)/ii-e)iSiF)) 

Soient fi un caractere unitaire dc A^{F). Soient tti et 712 deux ^-representations de 
G{F), de longueur finie et de A-caractcre central fi. La fonction 7 ©(tti, 7)0('7r2, 7) 
sur G{F)gii se quotiente en une fonction sur G_{F)eii/conj. On pose 

(7ri,7r2)eH= / m(7)-^L'^(7)e(7fi, 7)6(^2, 7) d^- 

jQiFUl/conj 

Cette expression ne depend d'aucune mesure. 

Rappelons que, pour tout r e Egii^fj_{G,uj), on a choisi un relevement r de r dans 

£ell{G,Uj). 

Theoreme. (i) Soient Ti,T2 G £cii,^{G,u;). Supposons qu'ils ne sont pas conjugues par 
G{F). Alors on a Vegalitc {TTT-^^T^T-^eii = 0. 
(ii) Soit T e SeU,iJ.{G,u!). On a Fegalite 



{Ttr,Ttr)ell^\Stah{W'',T)\i{T)-\ 



Preuve. En appliquant le theoreme 7.2, on voit que 

^ = / "^(7)^0(7, ^,/ri)^G(7,^,/r2) (^7- 

JG(F)„„/coni 



' G(F)M/conj 

II resulte des definitions que X = J^^^,^^^^ (cj, fr^^, fj-^). Par le meme argument qu'en 7.1 et 
parce que les fonctions /^-j et fj-^ sont toutes deux cuspidales, les termes g^orS^'' -^"^i' -^^-^ 
sont nuls pour M ^ G. Done X — I~^omi^^ ^2)- Appliquons le theoreme 6.7 : 

G 

X — I^sci^^ frn fri)- Mais cette expression se calcule grace a la definition des pseudo- 

G 

coefficients. On obtient Ijisd^^ /n; fri) — ^ si ri et T2 ne sont pas conjugues. Si ti — T2 — 
T, on obtient 

4>,/r,/r) = |Stab(W^^,r)|-Mr). 
Le theoreme en resulte. □ 
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7.4 Produit elliptique pour les a;-representations irreductibles 

Soit fjL un caractere unitaire de Aq{F). Pour i — 1,2, soient Mj e P(Mo) et ai 
une representation irreductible et de la serie discrete de Mi{F). On suppose que la 
restriction a Aq{F) du caractere central de Uj est egale a /i. On suppose M^{(7i) non 
vide. Soit pi une representation 7^*^((Tj)-irrcductible de VP^a-i). Definissons un tcrmc 
{pi,p2)eU dc la fagon suivante. Supposons d'abord que les couples {Mi,ai) et (M2,(J2) 
soient egaux. On les note simplement (M, cr). Supposons de plus W^i^a) = {1}. La 
fonction r i-)- trace{pi{f))trace{p2{r)) sur 'RP{(t) se descend en une fonction sur EP{a). 
On pose 

{.Pi,p2)eii = \R^{.'7)\~^ |rfet((l - f)|_^G )|trace(pi(f))trace(p2(r)). 

Supposons maintenant que WQ{ai) = {1} pour i = 1,2 et que les couples (Mi,o"i) et 
(M2, (T2) sont conjugucs par un clement dc G{F). En effectuant une telle conjugaison, on 
remplace {M2,(J2, P2) par {Mi,ai, P2). On pose 

{Pl,p2)ell = {pl,p2)ell- 

Cela ne depend pas de la conjugaison choisie. Dans les cas restants, c'est-a-dire si W^lai) 
ou WQ{a2) est non trivial, ou si (Mi,(7i) et (M2,(72) ne sont pas conjugues, on pose 

{Pl,P2)ell = 0. 

Pour i = 1,2, on a associe en 2.8 a {Mi,ai,pi) une representation G-irreductible TTp^ 
de G{F). 

Corollaire. On a Fegalite {7Tp^,TTp^)eii = (pi, p2)eii- 

Preuvc. Pour i = 1,2 et pour f G R^{(Ti), posons Tj(f) = [Mi,ai,f). Notons /^^^((Tj) 
Fensemble des f G R'^{a,i) tels que ri(f) soit essentiel. Pour f G i?^^((Ti), on fixe un 
relevement Tiif-) = {Mi,ai,f) de dans £{G,u). On a vu dans la preuve de la pro- 
position 2.9 une formule d'inversion exprimant ©(tt^J en fonction des ©(7rT-.(f)) pour 
f G i?^^((Ti). Dans cette formule, on sommait sur les classes de conjugaison dans cet 
ensemble. On peut la recrire comme une somme sur tous les elements de cet ensemble 
sous la forme 

e(7rpj = |i?^(a,)r' trace(p,(f))e(7r,,(,)). 

fG-Rg^((Ti) 

Si WQ{ai) 7^ {1}, il resulte des lemmes 2.10 et 2.11 que toutes les representations nTiif) 
sont des induites a partir d'espaces paraboliques propres. Leur caractere est done nul sur 
G{F)eii. II en resulte que, si W(f((7i) ou W(f((T2) est non trivial, {'n'pi,Tfp^)eii = 0. D'oii 
I'cgalite de I'enonce dans ce cas. On suppose maintenant FF(p((7i) = {1} et Wq{(72) = {1}. 
On a alors R'^{ai) = W'^{ai) pour i = 1,2. Toujours d'apres les lemmes 2.10 et 2.11, 
les representations TTnif) pour f ^ W^gg{ai) out un caractere nul sur G{F)eii. On obtient 
I'egalite 

fe,7r^Je. = \R''{a,)nR^{a2)\-' ^ J] 

rieRg, )n {ai ) f2 eRgs (<^2 )n W^J^ (a^ ) 

trace (pi (ri ) ) trace (p2 (^2) ) (tTi-i ^ ) , n-r^ (f2)) eii ■ 
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Si (Mi,(Ti) et (M2,(T2) ne sont pas conjugues, le (i) du theoreme 7.3 dit que le membre 

de droite ci-dessus est nul, d'ou encore I'egalite de I'enonce. Si les deux couples sont 
conjugues, on pent les supposer egaux, on les note simplement (M, a). Le (i) du theoreme 
7.3 dit que seuls les couples (fi,f2) formes d'elements conjugues contribuent a la for- 
mule ci-dessus. Pour un couple d'elements conjugues, les valeurs des differents termes 
intervenant sont les memes pour fi et f2- On a deja dit que, pour un triplet elliptique 
r = (M, 0", f), on a I'egalite Stah(W'^,T) = Stah[R^ [a),f), ce dernier groupe etant 
le commutant de f dans R'^{a). On a aussi i{T)^^ = \det{{l — r)..G \. Grace au (ii) 
du theoreme 7.3, la contribution d'un couple (ri,r2) d'elements conjugues a la formule 
ci-dessus est done 

\Stab{R^{a),h)\\det{{l - h)\,G \trace{pi{ri))trace{p2{fi)). 

Pour fi fixe, le nombre de f2 conjugues a fi est \R'^{a) \ \Stab{R'-^ {a) , ri)\^^ . Notre formule 
devient 

fe^TTpJeii = \R'^{(t)\~'^ \det{{l - r)^_^a\trace{pi{f))trace{p2{r)). 

C'est presque la definition de {pi,P2)eih ^ ceci pres qu'ici, la somme est limitee are 
-RSs(^) ^'^regi'^)- Mais, si f ^ Ics tcrmcs trace{pi{r)) et trace{p2{r)) sont nuls. 

On pent done remplacer la somme sur R^^^^a) (^W^g{a) par celle sur tout W^g{a). Cela 
acheve la preuve. □ 
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